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内 容 简介 


本 书 以 非 线性 动力 系统 的 分 析 为 主要 晶 的 .介绍 了 上 有关 徘 线性 动力 学 
基本 概念 . 休 注 .分 形 . 杞 沌 控制 等 非 线性 科学 与 复 条 住 科 学 所 诊 反 的 译 绍 
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第 一 章 绪 论 


一 , 在 数学 上 ,线性 方程 与 非 线性 方程 之 间 有 着 本 质 性 的 差 
别 , 主 要 表现 为 一 个 线性 方程 的 任意 两 个 解 加 在 一 起 仍然 是 该 方 
程 的 解 ,这 一 原理 就 是 著名 的 线性 方程 的 全 加 原理 . 它 为 解决 “ 线 
性 ”问题 提供 了 一 条 思路 , 即 我 们 可 以 把 整个 问题 分 解 成 许多 个 
“小 "问题 ,再 把 各 个 “小 "问题 的 解 登 加 起 来 而 得 到 整个 问题 的 解 . 
但 是 ,对 于 一 个 “ 非 线性 "问题 , 则 不 可 如 此 处 理 ,因为 非 线 性 方程 
不 再 满足 “ 释 加 原理 " ,因此 必须 整体 地 考虑 原来 的 问题 才 行 .这 个 
简单 前 说 明 告 诉 我 们 , 非 线性 问题 包含 着 不 可 忽视 的 复杂 性 . 

在 人 们 的 认识 史上 ,首先 是 用 相对 简单 的 线性 关系 (线性 模 
型 ) 来 刻画 线性 问题 的 定量 关系 ,对 于 那些 非 线性 因素 不 能 完全 忽 
略 的 情况 , 则 往往 采取 线性 近似 或 线性 迭代 的 方法 来 处 理 ,这 样 做 
也 常常 能 得 到 较 好 的 结果 ,但 这 种 情况 一 般 还 只 出 现在 比较 “简单 
的 " 非 线 性 问题 中 ,或 者 只 是 研究 系统 的 一 些 “ 常 规 " 行 为 特征 . 随 
着 人 们 对 社会 .自然 认识 的 不 断 深 化 ,人 们 越 来 越 不 敢 “* 小 看 " 非 线 
性 问题 了 .首先 ,就 其 本 质 而 言 ,自然 界 应 是 非 线性 的 ,第 二 ,许多 
问题 中 的 强 非 线性 作用 与 长 时 间 尺 度 的 系统 行为 都 不 能 用 线性 方 
法 (包括 线性 近似) 来 刻画 .第 三 ,即使 是 一 些 表 面 看 上 去 很 简单 的 
非 线性 系统 ,也 可 能 表现 出 令 人 惊异 的 复杂 性 (如 确定 性 的 随机 性 
等 ), 于 是 ,人 人 们 越 来 越 重视 对 广泛 存在 于 社会 与 自然 中 的 非 线 性 
现象 的 研究 ,并 由 此 而 诞生 出 非 线 性 科学 . 

这 里 需要 指出 两 点 : 

第 一 ,这 里 所 说 的 非 线 性 现象 是 指 在 各 学 科 中 用 传统 的 线性 
方法 (模型 ) 所 不 能 说 明 ( 包 括 近似 ) 的 那些 现象 ,例如 孤立 子 与 混 
沌 就 是 非常 典型 的 非 线 竹 现 象 . 

第 二 , 非 线 性 科学 所 研究 的 是 非 线 性 现象 的 共性 ,这 种 共性 的 
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物理 背景 存在 于 各 个 学 科 中 ,因此 有 其 具体 性 ,需要 分 类 研究 .但 
这 种 共性 又 超脱 于 各 个 具体 学 科 , 具 有 普 适 性 是 非 线 性 问题 的 深 
刻 规 律 性 的 体现 ,例如 可 积 系统 与 孤立 子 理论 .混沌 和 分 形 理 论 
等 ,它们 是 非常 深刻 的 基本 自然 规律 的 体现 ,因此 普遍 存在 于 多 种 
自然 现象 中 . 

近 20 年 来 关于 非 线性 科学 的 研究 发 展 很 快 ,这 主要 归结 为 : 
第 一 ,电子 计算 机 的 进步 使 对 非 线 性 系统 的 定量 仿真 与 实验 成 为 
可 能 ,甚至 出 现 了 实验 数学 这 一 新 学 科 . 第 二 ,各 学 科 均 发 现 大 重 
的 普 适 的 非 线性 现象 .第 三 ,新 的 数学 分 析 工 具 与 方法 的 有 效 使 
用 ,在 短 短 的 时 间 里 使 非 线 性 科学 取得 了 一 系列 重要 的 成 果 与 突 
破 , 在 许多 方面 ,甚至 改变 了 人 们 对 社会 .自然 的 基本 看 法 .但 无 论 
在 理论 上 还 是 在 实践 上 , 非 线性 科学 面前 都 有 重重 障碍 难以 逾越 ， 
例如 关于 多 重 分 形 的 奇异 点 集 的 标 度 结构 ,图 像 形 成 系统 的 系列 
方程 ,复杂 图 形 对 注 流 边界 层 的 作用 ,确定 性 混沌 系统 的 预测 等 
等 .还 有 , 非 线性 科学 正 扩展 到 经 济 学 .社会 科学 管理 科学 ,其 至 
国际 关系 研究 中 . 

非 线 性 科学 是 20 世纪 科学 发 展 史上 光辉 的 一 页 , 它 面临 着 最 
严峻 的 挑战 ,但 它 有 战斗 力 , 有 着 光明 的 未 来 . 

二 在 某 种 定义 上 , 非 线性 科学 是 研究 复杂 性 的 科学 .这 名 话 
这 样 理解 比较 贴切 ; 非 线性 科学 有 可 能 使 现实 世界 中 那些 杂乱 无 
章 的 空间 形态 和 似乎 毫 无 规律 的 时 间 序 列 成 为 研究 的 对 象 , 并 从 
中 发 现 了 它们 的 “复杂 "的 规律 性 . 

这 些 规 律 不 断 被 发 现 而 丰富 起 来 ,它们 的 要 点 包括 : 

《1) 襄 以 用 分 形 概念 来 描述 复杂 性 的 几何 形态 .这 种 形态 具 
有 确定 的 分 数 维 数 , 它 具 有 某 种 意义 下 的 自 相似 结构 ,并 且 在 各 种 
不 同 尺度 的 层次 上 体现 出 来 ;这 种 复杂 性 居然 可 以 通过 出 人 意料 
的 简单 规则 反映 出 来 . 

(2) 复杂 性 与 系统 各 部 分 之 间 的 非 线性 相互 作用 有 着 密切 的 
关系 .众所周知 ,由 于 非 线性 而 造成 的 不 稳定 性 和 对 初始 条 件 的 极 
度 敏 感 依赖 性 是 形成 复杂 性 的 根源 之 一 .例如 ,一 个 系统 往往 会 受 

"2. 


到 小 的 扰动 , 非 线 性 则 会 放大 这 些 扰动 ,而 在 对 初 值 的 敏感 性 的 反 
复 作用 下 又 形成 了 系统 的 复杂 结构 ,再 因为 系统 一 方面 对 于 初始 
条 件 敏 感 依 赖 , 另 一 方面 又 在 有 限 范 围 内 运动 ,这 样 就 使 那些 初始 
状态 和 速度 充分 接近 的 轨道 会 以 指数 速度 分 离开 来 .由 于 轨道 自 
己 不 能 相交 ,所 以 这 些 轨 道 只 能 在 有 限 的 空 介 内 缠绕 往复 而 形成 
非常 复杂 的 形状 ,这 就 是 " 混 汪 ”. 

(3) 一 个 系统 如 果 不 能 使 它 所 有 的 相互 作用 同时 得 到 满足 ， 
称 此 系统 为 “受挫 "系统 .这 个 概念 是 研究 自 旋 玻 璃 时 引进 的 ,在 一 
定 意义 下 , 自 旋 玻 璃 是 “受挫 ”的 ,同时 它 的 磁 掌 性质 表现 出 前 所 未 
有 的 复杂 性 , 举一反三,“ 受挫 ”的 概念 可 以 解释 诸如 神经 网 络 , 早 
期 生命 进化 过 程 等 系统 行为 的 复杂 性 . 

三 、 混 沌 (这 里 姑且 不 谈 它 的 科学 定义 ) 是 J. Hadamard 在 19 
世纪 末 研 究 Hamilton 系统 时 发 现 的 .H. Poincaré 不 仅 理解 了 他 的 
发 现 的 重要 性 ,而 且 也 讨论 过 一 个 敏感 依赖 初始 条 件 的 天 体系 统 
的 运动 问题 ,虽然 这 些 发 现在 一 段 时 间 内 对 物理 学 影响 不 大 ,但 
Hadamard, Poincaré 以 及 Kolmogorov ,Smale 等 学 者 在 数学 领域 内 
继续 上 述 研究 . 随 着 电子 计算 机 的 发 展 ,1963 年 Lorenz 得 到 一 个 
混沌 图 像 ,而 其 他 学 者 也 得 到 一 些 重 要 的 结论 ,例如 有 : 

(1) Smale 指出 一 个 动力 系统 的 轨道 在 某 些 情况 下 渐 近 于 一 
个 复杂 的 称 为 奇异 吸引 子 的 集合 ; 

(2) 一 个 动力 系统 的 行为 依赖 于 其 一 参数 ,并 随 的 变化 而 
发 生性 质 上 的 变化 ,对 于 这 种 分 分 现象 ,Feigenbaum 发 现 了 倍 周 
期 分 岔 的 规律 ; 

(3) Roll 和 Taken 认为 注 流 是 混沌 , 它 具 有 奇异 吸引 子 与 
Feigenbaum 分 岔 等 性 质 ; 

(4) 可 微 动力 系统 的 各 态 历 经 理论 . 

下 面 的 例子 告诉 我 们 ,混沌 的 概念 越 来 越 渗 透 到 各 个 学 科 中 ， 

研究 表明 , 脑 的 活动 可 视 为 一 个 混沌 吸引 子 ,是 一 个 极 不 稳定 
的 混沌 态 , 实 验 表 明 那 些 刻画 混沌 吸引 子 的 参数 在 大 脑 活 动 时 经 
常 在 变动 中 ,在 此 基础 上 , 脑 电 图 的 信号 呈现 出 一 些 复杂 的 现象 . 
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首先 , 脑 电 图 是 诸如 神经 纤维 上 传导 着 的 动作 电位 的 变化 , 突 触 
的 ,神经 细胞 体 的 以 及 神经 胶 质 细胞 的 电 变 化 等 信号 的 综合 ,这 些 
变化 各 自 有 自己 的 时 间 尺 度 . 其 次 , 脑 电 图 的 维 数 是 随 着 功能 状态 
变化 的 .概括 地 可 以 认为 , 脑 电 图 很 可 能 是 由 多 个 极限 环 的 振 范 经 
外 界 扰 动 进 入 混沌 状态 而 形成 的 ， 

在 气象 领域 ,专家 通过 对 一 维 天 气 ,气候 时 间 序 列 采用 相 空 间 
延 招 方法 ,提取 了 相应 序列 的 分 数 维 指数 以 及 箭 等 .虽然 这 些 序列 
代表 了 大 气 运 动 中 的 不 同 物理 过 程 ,但 它们 均 具 有 非 整数 维 ,存在 
着 正 的 Lyapunov 指数 与 正 的 Kotmogorov 燃 , 从 不 同 的 侧面 说 明 
太 气 运动 本 质 上 是 一 个 混 症 运动 ， 

混沌 也 是 工程 动力 学 的 典型 的 组 成 部 分 .一 些 被 认为 是 安全 
的 确定 的 工程 系统 存在 着 平稳 状态 的 混沌 .混沌 的 瞬 变 过 程 及 不 
稳定 混沌 的 可 能 性 .事实 上 ,由 于 工程 系统 的 瞬 变 运动 ,可 能 使 系 
统 运动 在 短 时 间 的 激励 下 发 散 , 由 于 在 许多 工程 动力 学 问题 中 , 激 
励 不 再 是 规则 的 ,因此 在 长 时 间 尺 度 下 ,系统 模型 必须 不 断 被 修 
正 . 但 是 在 实际 中 大 多 数 工程 师 可 能 忽略 了 瞬 变 过 程 ,而 仅仅 采用 
动力 学 模型 ,这 就 给 系统 的 安全 性 带 来 隐患 ,诸如 横 滩 的 断裂 . 船 
舶 的 倾覆 ,大 楼 火灾 等 等 都 属 此 例 , 于 是 ,混沌 理论 给 工程 师 们 提 
出 了 新 的 工程 观点 与 技术 要 求 . 

1987 年 10 月 ,出 现 了 一 次 世界 性 的 股市 暴 肤 ,被 人 们 称 为 
“黑色 星期 一 ”这 次 暴跌 表现 出 来 的 突 发 性 与 奇异 性 , 均 不 能 用 传 
统 的 经 济 学 模型 来 解释 ,哪怕 是 复杂 的 “随机 游 动 理论 "也 变 得 无 
能 为 力 .经 济 现 象 所 以 是 复杂 的 ,因为 它 栈 是 稳定 的 ,又 是 不 稳定 
的 ,严格 地 说 ,是 这 两 种 因素 的 相互 纠缠 ,这 正 是 混沌 的 基本 特征 . 
问题 的 实质 是 , 奶 何 描述 和 认识 经 济 学 中 的 “混乱 与 不 和 谐 ” ,并 从 
这 种 “混乱 "中 寻找 某 种 意义 下 的 规律 与 潜在 结构 .经 济 系 统 想 在 
有 序 中 运行 ,但 随后 可 能 转向 混沌 或 不 稳定 ,而 无 序 中 又 有 基本 前 
有 序 , 即 平稳 的 混沌 状态 有 某 种 意义 的 可 预测 的 有 序 . 简 言 之 , 非 
线性 经 济 系统 会 展示 出 几 种 不 同 的 行为 ,其 中 包括 混沌 ， 

在 管理 决策 方法 中 ,人 工 智 能 是 一 种 有 效 的 途径 .近年 来 ,一 
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种 用 于 解决 复杂 问题 的 所 谓 分 布 式 人 工 智能 系统 的 概念 被 提出 来 
了 .事实 上 ,在 这 一 系统 中 ,即使 从 局 部 来 说 是 合理 的 次 策 , 但 由 于 
整个 系统 中 存在 着 模糊 、 延 迟 ,不 完善 ,乃至 冲突 ,因此 有 可 能 从 整 
体 而 言 ,我 们 得 到 的 是 全 局 意义 上 的 “差劲 ”的 决策 .从 机 理 上 讲 ， 
这 是 不 难 理解 的 ,因为 信息 的 延迟 会 使 系统 状态 与 知识 过 时 ,信息 
的 不 完全 ,模糊 或 冲突 会 使 决策 单元 在 实际 中 观测 到 的 性 能 指标 
产生 偏差 .如 果 我 们 把 决策 理解 为 是 决策 单元 在 某 一 时 刻 根 据 系 
统 的 状态 用 某 类 资源 采用 不 同 的 方法 对 信息 的 外 推 结果 , 则 可 以 
构造 一 个 性 能 指标 来 拱 述 这 一 过 程 .实验 表明 ,由 于 相关 的 动态 方 
程 中 有 延迟 及 非 线性 因素 ,这 一 过 程 可 能 收 生 于 一 个 稳定 的 平稳 
点 ,可 能 收敛 到 极限 环 ,也 可 能 出 现 混 沌 .这 实际 告诉 我 们 ,分 布 式 
人 工 智能 用 于 管理 在 理论 上 是 诱 人 的 ,但 同时 又 隐 含 着 “复杂 性 ” 
危险 . 

四 、B.Mandelbrot 于 1975 年 由 描述 碎 石 的 拉丁 文 fractus 创 
造 出 分 形 (fractal) 一 词 .分 形 作 为 几何 外 形 , 它 与 欧 氏 外 形 不 同 ， 
它 不 仅 处 处 无 规则 ,而且 在 各 种 尺度 上 都 有 同样 程度 的 不 规则 性， 
即 它们 具有 自 相 似 性 , 那 种 把 整体 中 的 一 部 分 放大 便 能 进一步 揭 
示 其 深层 结构 且 几 乎 是 原来 结构 复制 品 的 性 质 . 

对 于 分 形 ,和 普通 整数 维 (0,1,2,3,…) 相 对 应 的 维 数 称 为 分 
形 维 数 ,值得 注意 的 是 ,它们 的 维 数值 不 是 整数 . 

分 形 可 以 用 来 描述 复杂 的 自然 界外 形 , 也 可 以 用 来 描述 复杂 
的 动力 学 系统 行为 ,但 分 形 不 能 理解 为 是 简单 的 线性 相似 性 的 描 
述 , 它 更 是 随机 性 、 混 汪 与 非 线性 系统 的 几何 描述 . 

分 形 概念 与 各 种 非 线 性 现象 的 共性 之 间 有 着 深刻 的 联系 , 例 
如 ， 

(1) 图 形 的 驮 加 性 即 由 非 线性 描述 的 任何 过 程 , 一 旦 失去 稳 
定 人 性 并 出 现 多 个 奇 点 ,就 会 形成 具有 不 同 尺度 的 同时 存在 的 多 个 
重复 全 加 的 图 形 ,并 很 快 会 表现 出 混沌 图 形 . 

(2) 任何 分 形 图 形 都 具有 无 限 层 次 . 

(3) 任意 分 形 结构 都 是 由 相似 或 所 相似 图 形 构 成 ,而 相似 性 
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本 身 丛 恰 就 是 被 表现 混沌 性 掩盖 的 规律 性 的 具体 表现 , 即 大 小 不 
同 的 分 形 图 形 登 加 在 一 起 就 造成 了 表面 的 混乱 . 

(4) 空间 与 时 间 的 维 数 都 不 是 整数 市 是 分 数 ， 

产生 分 形 结 构 的 物理 机 理 是 系统 具有 非 线 性 .随机 性 或 耗 散 
性 ,人 们 把 研究 分 形 结构 上 的 各 种 性 能 的 演化 过 程 以 及 一 个 复杂 
系统 如 何 演化 成 实 空间 或 相 空 间 中 的 分 形 结构 称 为 分 形 动力 学 ， 
分 形 动力 学 所 找 述 的 系统 应 是 非 (或 远离 ) 平 衡 态 的 不 可 逆 的 演化 
过 程 ,系统 的 随机 人 性 蕴含 在 分 形 维 数 之 中 ,而 非 线性 与 耗 散 性 则 是 
产生 分 形 结构 的 最 基本 的 机 理 . 

分 形 有 着 广泛 的 应 用 领域 : 

分 子 集合 本 质 上 是 复杂 的 非 线性 系统 ,这 就 使 化 学 与 分 形 有 
着 "天然 "的 联系 . 

分 形 为 物理 学 中 撒 述 测 流 .电击 穿 以 及 吸附 微粒 的 固体 表面 
结构 提供 了 新 的 途径 . 

岩石 破 列 是 复杂 现象 ,从 晶 粒 尺度 到 大 地 构造 斥 度 在 一 个 很 
宽 的 尺度 范围 内 破裂 的 生长 具有 相似 性 .作为 地 这 岩石 破裂 的 结 
果 , 地 震 群 体 及 相应 断裂 系统 均 具有 分 形 结构 .在 这 方面 ,已 开展 
的 研究 工作 包括 对 地 震 时 、 空 .强度 结构 分 形 特征 的 研究 ,对 活动 
断层 系统 分 形 结构 的 研究 ,以 及 对 地 多 过 程 混沌 性 与 地 震 表 生 胡 
引子 的 研究 . 

天 文学 中 关于 空洞 的 自 相似 性 \ 宇 汕 中 物质 分 布 的 6 模型 . 星 
云 与 变星 的 研究 中 都 有 效 地 运用 了 分 形 的 概念 与 工具 . 

人 体 生理 学 的 研究 表明 ,人 的 许多 器 官 系 统 显示 出 具有 分 形 
结构 ,分形 结构 在 健康 心脏 的 机 械 动 态 特 性 与 电动 态 特 性 中 起 着 
关键 作用 .人 体内 的 分 形 结构 产生 于 胚胎 发 育 与 进化 的 缓慢 动态 
过 程 中 ,这 些 过 程 与 产生 出 分 形 结构 的 其 他 过 程 一 样 ,都 展示 出 一 
种 确定 性 混沌 ,生理 学 可 能 被 证 明 是 研究 分 形 ,混沌 和 其 他 类 型 非 
线性 动态 过 程 的 最 丰富 多 彩 的 实验 室 之 一 . 

学 者 的 研究 还 揭示 了 某 些 乐曲 的 分 形 本 质 , 还 有 人 运用 与 分 
形 几 何 学 类 似 的 数学 方程 创作 出 一 批 美 术 作品 . 
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在 社会 领域 ,人 口 系 统 由 于 众多 的 不 确定 因素 与 非 线 性 作用 ， 
于 是 出 现 了 人 口 增长 的 混 证 与 分 形 ,人 口 分 布 的 多 重 分 形 , 以 及 人 
口 时 间 序 列 与 城市 化 过 程 的 分 形 特性 等 . 

在 经 济 领域 ,为 分 析 经 济 波动 的 混沌 现象 ,引信 与 分 形 布朗 运 
动 密切 相关 的 滑动 自 回归 非 平 稳 模 型 ,若干 金融 数据 序列 也 都 旺 
现 出 分 形 特征 . 

一 句 话 ,分 形 .混沌 ,复杂 性 与 非 线性 已 经 紧 紧 地 联系 在 一 起 ， 
密 不 可 分 ,混沌 吸引 子 就 是 分 形 集 ,分 形 集 就 是 动力 学 系统 中 那些 
不 稳定 轨迹 的 初始 点 的 集合 . 

五 ,今天 和 明天 的 工程 师 , 假 如 想 切 实 分 析 一 些 有 一 定 难度 
的 技术 问题 ,或 者 想 有 效 解决 一 些 有 一 定 难度 的 工程 问题 ,又 想 回 
避 非 线性 科学 ,回避 复杂 性 而 仅仅 图 于 线性 方法 与 “线性 思维 " 肯 
定 是 不 可 能 的 了 .因为 , 正 恕 我们 在 上 面 介绍 的 ,社会 ,经 济 , 自 然 
界 .工程 技术 已 经 趟 来 越 明 显 地 向 我 们 显示 出 它们 所 固有 的 而 不 
是 腾 造 出 来 的 混沌 现象 .分形 特性 等 等 .一 个 结论 很 明显 ,这 就 是 
今天 和 明天 的 工程 师 , 有 必要 稍微 细致 而 系统 地 学 习 一 些 关 于 非 
线性 系统 分 析 方 面 的 基本 理论 与 方法 . 

本 书 中 部 分 内 容 总 结 了 作者 承担 的 国家 自然 科学 基金 项 目 
(69874004) 与 高 校 博士 点 基金 资助 项 目 (97028604) 的 工作 或 果 . 

从 本 书目 录 看 ,我们 较为 有 机 地 介绍 了 非 线性 科学 与 复杂 科 
学 所 水 及 到 的 主要 内 容 , 以 及 一 些 重要 的 工具 .在 不 需要 很 深 知识 
的 情况 下 尽量 证 读者 较 严谨 地 掌握 这 些 内 容 与 工具 ,起 码 能 大 体 
上 对 这 些 领域 有 一 个 概 谣 性 的 了 解 ,以 便 自己 在 某 一 方向 上 再 作 
深入 的 探索 . 

注意 到 这 些 , 本 书 的 篇 幅 就 有 严格 的 控制 ,选材 也 须 有 所 讲 
究 , 这 都 是 不 容易 艇 好 的 ,只 能 说 ,我 们 已 尽 到 努力 ,只 望 本 书 能 对 
读者 有 所 帮助 .不 到 之 处 散 祈 读 者 不 音 纸 教 . 


第 二 章 ” 非 线性 动力 学 与 混沌 基础 


$2.1 动力 系统 和 混沌 
$2.1.1 动力 系统 与 流 形 


动力 系统 (dynamics or dynamical system) 源 于 19 世纪 末 
Poincaré 的 工作 , 它 常 可 以 看 成 是 微分 方程 的 化 身 .粗略 地 说 , 常 
微分 方程 及 其 差分 方程 可 以 分 别 君 成 是 有 限 维 连续 和 离散 的 动力 
系统 , 偏 微分 方程 及 其 差分 方程 可 以 分 别 看 成 是 无 穷 维 连续 和 离 
散 的 动力 系统 ,而 拓扑 和 兄 何 中 微分 流 形 上 的 方程 可 以 看 成 是 微 
分 流 形 上 的 动力 系统 .本 书 所 关心 的 是 R"” 上 的 动力 系统 , 称 之 为 
n 维 动力 系统 . 

流 形 的 概念 : 称 MC R" 为 一 维 流 形 是 指 M 是 一 条 曲线 , 且 
在 M 中 每 一 点 ( 除 端点 外 ) 都 有 惟一 的 切线 存在 ; 称 M 是 二 维 流 
形 , 若 M 是 曲面 , 且 M4 中 每 点 {边界 点 除外 ) 都 有 惟一 的 切 平 面 
存在 ;一 般 地 , 称 MC R" 为 让 维 流 形 (&< 委 =), 若 M 中 的 每 一 点 
都 有 惟一 的 & 维 切 空间 (边界 除外 ) 存 在 . 

记 A=[0,%) 或 A=2Z,=10,1,…|, 称 映射 欠 9':R" 一 R"， 
tA 为 R" 上 的 动力 系统 , 若 8 ,tA 适合 下 列 半 群 条 件 : 

(i) qv =9 9p, Yt,sEA {2.1) 

(11) 9p" (x)}=x, YrxER’ {2.2) 

车 A=[0,%%0), 则 9' 为 R"” 上 连续 的 动力 系统 ,YY x。E R" , 称 
P(xo),tEA 为 以 x。 为 初 值 的 轨道 (orbit) 或 流 (flow); 若 把 连续 
的 动力 系统 限制 在 A = 2Z, 上 , 则 为 离散 的 动力 系统 . 

设 R" 上 连续 的 动力 系统 g' 关于 4E [0,co) 连 续 可 微 , 且 记 


f(x)= Ep (x)|,.0, xER" (2.3) 


则 轨道 w': (xo) 适 人 台 下 面 的 常 微分 方程 
x= f(x), 1E[0,%0),x(0)= ro ER" (2.4) 
记 x(t)= 福 (t) ,因为 
9 “(xo)— 9' (xo) 
At 
Lim Pp (9 (ro))— pp (x,)) 
Arg Az 
=f(9 (xo)) (2.5) 
关于 方程 (2.4) ,我 们 有 下 列 局 部 存在 性 和 惟一 性 定理 . 
定理 2,1 邻 f:R" 一 R" 连续 可 微 , 则 YxoE R" ,存在 c>0 
使 得 方程 x = f(x),x(0)= zx, 在 (一 c,c) 上 有 惟一 解 gy :(-c， 
c)—R”. 
由 定理 2.1 可 以 得 出 这 样 的 结论 : 若 假 设 f: R" 一 R" 连续 可 
微 ,连续 的 动力 系统 go 总 是 适合 方程 x = f(x), 故 称 其 为 以 了 为 
切 向 量 场 的 动力 系统 ,并 且 若 假设 y' 在 :<0 也 同样 有 定义 , 则 称 
其 为 双边 动力 系统 .由 此 可 见 ,连续 动力 系统 的 任何 两 条 轨道 只 能 
在 上 = ce 时 相交 ,关于 离散 的 动力 系统 9' ,1€ 2, ,车 记 G=9， 
则 我 们 称 we 是 映射 9 = G 生成 的 动力 系统 . 
称 roE R" 为 玉 的 不 动 点 或 平衡 点 (equilibrium point) , 若 对 
于 YtEA, 有 9 (x0)=xo. 称 g(xo),tE[0,T]N 介 A 为 周期 
轨道 ,车 0<T<o0,g (xn)=xo0, 有 8B 9p (xo)Aro, YiE(0,T)N 
4. 称 离散 动力 系统 g! 的 周期 为 &, 是 指 其 轨道 为 | ro,9g (ro)， 
(xo)| ,而 不 动 点 可 视 为 周期 为 1 的 轨道 . 
平衡 点 和 周期 轨道 都 是 非常 简单 的 轨道 ,但 它们 是 动力 系统 
拓扑 结构 的 最 基本 的 形态 ,也 是 动力 系统 不 变 集 的 关键 的 组 成 部 
分 . 


$2.1.2 平衡 点 的 局 部 性 态 
考虑 以 了 为 切 向 量 场 的 连续 的 动力 系统 g', 令 三 是 9 


局 t i 
dre (十 


的 平 
9 


衡 点 , 即 
g(x)=0 (2.6) 
对 于 任意 的 方向 hE R”,s 取 0, 注 意 到 
dst sh) = 92)] -flo (r+ sh)] fle)] (2.7) 
从 而 有 在 莹 点 ,大 方向 的 方向 导数 必 适 合 方程 
Spep' (Fh)= DFT) Dp' (Fh, Dp'(z)h=h (2.8) 
这 是 一 个 线性 方程 ,其 解 为 
Dep' (x)h = (ev) (2.9) 
由 Taylor 展开 , 当 上 充分 小 时 ,我 们 有 
9 T+h) g(x) + Do (x)h = Do' (x)h= (ev )h 


Df(x}) 是 耻 在 点 x 处 的 导 映 射 
DF()h= Df = lim th) fz) (2.10) 
这 里 对 于 
A= Df(x), et =1+At+'+ Arlk! + (2.11) 
{I 是 单位 阵 }). 


由 于 Df(x) 有 nxn 阶 方 阵 , 则 存在 Jordan 标准 形 J 和 非 奇 
异 矩 阵 A 使 得 DF(X) = A 1JA ,其 中 J 的 对 角 线 上 的 xn 个 元 素 
A142 ,4s 恰好 是 DF(X) 的 个 特征 值 ,从 而 我 们 有 

p(T+h)~ (ern) p=A eA (2.12) 

充分 小 , 即 gp' 在 x 邻近 可 以 看 成 是 线性 的 ,从 而 可 以 按 线性 的 
形式 对 工分 类 . 

平衡 点 x 称 为 是 双 曲 的 (hyperbolic) , 苦 ReA, 关 0,k =1,2,， 
es; 

x 称 为 中 心 (center) , 若 立 不 是 双 曲 的 平衡 点 ,Realk =0; 

让 称 为 沪 (sink), 若 Re <0O， 下 =1 27 

x 称 为 源 (source), 若 Reh >0， k=1,2,"…,n; 

* 称 为 鞍点 (saddile point) ,车 让 为 不 是 源 和 汇 的 双 曲 平衡 点 ; 
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* 称 为 结 (node), 若 让 是 汇 , 且 4， 是 实数 ,k=1,2,…,n; 

无 称 为 焦点 (focus) , 若 文 是 汇 , 且 3 了 办 使 是 非 实数 ; 

苦 并 是 汇 , 则 称 其 为 稳定 的 或 为 吸引 的 平衡 点 ; 

苦 工 是 源 , 则 称 其 为 排斥 的 平衡 点 ,或 为 不 稳定 的 平衡 
点 . 

作为 例子 ,考虑 n =2 时 的 系统 9 ,及 :一 中 : 的 平衡 点 让 , 荐 六 
是 结 , 则 其 Jordan 标准 形 有 三 种 可 能 : 


-一 站 0 hh pis 1 0 
w= j" 从 而 。 。 (， 小 (4<0) (2.13) 
027- |。 "从 而 er “9|， (Aa<0) (2.,14) 
必 A 0 ec 


;从 而 包 "| (<h<0) (2.15) 
已 了 


(3) -| -| 
1= |o A 
因此 ,e* 的 相 图 ( 现 图 2.1) 应 该 是 下 列 形式 (A<0,4, < 所 0) 


A! 0 
关 开 是 家 点, 则 = | | 和 <0< 和 1 信 而 的 相 图 如 
图 2.2 所 示 . 
着 地 是 吸引 的 焦点 , 划 J= 人 小 a <0, 从 而 


图 2.2 平衡 点 是 鞍点 的 情况 


pn wlcosbt — sinbt 

e' 一 6 - {2.16) 

sinbt cosbt 

_ 、 0 一 旋 
若 元 是 中 心 , 则 /= | 而 
bp 0 

cosbt -sinbt 

1 | - ， | (2.17) 
sinbt cosbt 


进一步 地 , 设 研 是 g' 平衡 点 ,4,,…,4, 是 Df(x) 的 特征 值 ， 
而 和 ww 是 相应 的 DFC) 的 特征 
向 量 的 全 体 , 且 分 别 是 ReA4<0,ReX >0 和 ReX =0 的 特征 向 量 的 
全 体 ,所 以 n+n,+n.=n, 从 而 Df(x) 的 特征 向 量 空间 可 以 分 
解 成 三 部 分 : 户 作 EFE* 旬 FF' , 即 


稳定 子 空间 E’ = span{ pi ,vas | (2.18) 
不 稳定 子 空间 E*=span{u,,,u, 1 (2.19) 
中 心 子 空间 E' =span{ wi, Ws, , W, | (2.20) 


为 了 进一步 弄 铺 g' 在 x 的 局 部 性 态 , 我 们 还 应 定义 的 局 
部 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 : 
Wi x)= xrE Ug (rrr,t>+%, 
有 w(x)EU, Yi>0! ‘2.21) 


中 心 


图 2.3 图 2.4 


Wi_(x)= IxE Ulg (x) >x,t>- ~, 9 (x)EU, YEO| 


2.22 
其 中 UU 是 R* 中 x 的 某 个 邻 域 ,从 而 我 们 还 可 以 定义 
整体 稳定 流 形 
W(x) = 9 ( Wis (x)) (2.23) 
整体 不 稳定 流 形 
Winx = WY 9' (Wi (x)) (2.24) 


前 面 ,我 们 已 对 连续 动力 系统 的 平衡 点 进行 了 分 类 ,这 种 分 类 
是 借助 于 一 种 非常 粗糙 的 平衡 点 邻近 的 线性 化 而 得 到 的 ,现在 我 
们 将 严格 地 给 出 连续 动力 系统 在 平衡 点 邻近 的 线性 定理 . 

定理 2.2 (Hartman 定理 ,1964) 和 若 广 人 只" 是 R” 上 连续 动 
力 系 统 g' 的 双 曲 平衡 点 ,f 是 q' 的 切 向 量 场 , 则 存在 x 的 R" 中 
的 邻 域 U 和 同 胚 映射 Dp:U 一 hh(U)CR*, 使 得 h(x)=0, 且 
h(p' (x)) = (ev ) p(x). 

车 xEUDU 且 g(x)EU, 则 存在 着 文 邻近 上 定义 的 同 腑 映射 
把 x 的 邻近 的 非 线 性 动力 系统 g 的 所 有 轨道 都 一 一 地 上映 成 线性 


中 称 & 为 同 胚 映射 ,如 果 连 续 映 对 上: A 一 R" 使 得 和 :A 一 (A) 基 一 一 映射 ,有 
逆 映 射 也 是 连续 的 , 则 称 为 上 到 &(A} 的 同 胚 (映射 ). 


.13.: 


动力 系统 e” ”的 轨道 ， 

关于 流 形 与 子 空间 之 间 的 关系 我 们 有 定理 2.3， 

定理 2.3( 平 衡 点 的 稳定 流 形 定理 ,1964) 设 是 yg' 的 双 曲 
平衡 点 ,了 是 gp' 切 向 量 场 . 则 存在 侣 近 的 稳定 与 不 稳定 流 形 
Wi () 和 Wi.(X*) ,使 得 它们 分 别 与 线性 系统 x = DF{x) 的 稳定 
与 不 稳定 子 空间 已 和 E' 在 x 点 相 切 . 

以 上 两 定理 图 示 如 图 2.5 和 图 2.6. 


[a 


图 2.5 线性 和 不 变 子 空间 图 2.6 高 部 稳定 和 
Hartman 定理 不 稳定 该 形 


下 面 我 们 考虑 离散 的 动力 系统 p' , 设 工 为 8 的 平衡 点 ,为 了 
能 与 连续 的 有 所 区 别 ,我 们 记 G= 9p = 有 =0,1,2,… 则 和 = 
G .我 们 还 将 设 G 关于 xE R" 连续 可 微 , 则 

DG (x)= DG(G (x)) = (DG (x)) (2.25) 

从 而 当 &€R" 充分 小 时 

Gx+tE) ~ CE) + DO(T)E = (DG(XTINE (2.26) 

由 此 可 见 , DG (x) 与 连续 动力 系统 好 的 ew” 的 地 位 是 完全 
一 样 的 ,从 测 , 若 记 A,,… ,A, 是 DG() 的 特征 值 , 则 我 们 定义 元 
为 G* 的 双 昌 平衡 点 .车 14, | 关 1,i=1,2,…,n ,定义 为 G+ 的 鞍 
点 ,车主 是 双 曲 的 , 且 存 在 A , A, 使 得 | 4A, |<1<|4, 1. 同样 
地 ,我 们 可 以 依照 连续 的 情形 ,完全 平行 地 给 让 下 其 他 定义 ,也 可 
以 完全 类 似 地 建立 稳定 子 空间 ,不 稳定 于 空间 E* 和 中 心 子 空 
间 EE'. 

进一步 地 , 若 G;R" 一 R" 是 同 胚 映射 , 则 我 们 可 以 同样 地 定 
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义 局 部 稳定 和 局 部 不 稳定 流 形 
Wi (Xx)= 1xEUIG(x)rxE 当 开 -二 oo， 


且 人 GO)EU，VYRZ0 (2.27) 
Wi x)= {xEUIG (x)>x 当 hk r+%, 
有 G(x)EU, YAO0| (2.28) 
以 及 稳定 与 不 稳定 流 形 
W’(x) = UG (Wi (x)) (2.29) 
W(x) = YG™ (Wi (x)) (2.30) 


同 连续 时 完全 一 样 的 方法 可 以 证 明 下 面 两 个 定理 . 

定理 2.4(Hartman 定理 ) 设 G:R" 一 R" 是 连续 可 微 的 同 
胚 ,是 G* 的 平衡 点 . 则 存在 区 的 R* 中 的 邻 域 U 和 同 胚 映射 
U->h(U)CR" ,使 得 h(x)=0 且 

h(G (xr)= (DOr h(x), YrEU G(rEU) 
(2.31) 

定理 2.5( 平 衡 点 的 稳定 流 形 定理 ) 设 G:R" 一 R* 是 连续 
可 微 的 同 胚 ,x 是 G* 的 双 曲 平衡 点 . 则 存在 着 局 部 稳定 和 不 稳定 
流 形 Wis (x) 和 Wi (x) 分 别 在 x 点 相 切 于 DG(x) 的 特征 子 空 
间 EF' 和 E"( 见 图 2.7). 


52.1.3 Poincaré 陕 射 


Poincaré 映射 是 研究 动力 系统 非常 有 效 的 手段 , 它 能 把 维 
连续 的 动力 系统 化 成 为 4 -1 维 离散 的 动力 系统 . 

设 g':R" 一 R" 是 以 了 为 向 量 场 的 动力 系统 ,y 是 g' 的 周期 
轨道 , 取 一 块 或 许 是 并 不 平坦 的 n -1 维 超 曲 面 习 己 R" ,使 得 它 是 
局 部 截面 , 即 Y xE ,yr' 在 x 点 的 切 向 量 f(x) 与 如 在 x 点 的 法 
向 量 mf(x) 不 垂直 , 即 f(x)"n(x) 隆 9. 可 以 设 引 与 y 只 有 惟一 的 
一 个 交点 pl 车 y 与 弓 有 若干 个 交点 则 可 以 把 己 前 得 充分 小 ). 取 
UC 是 pp 在 上 的 某 一 邻 域 , 则 定义 Poincare 映射 : 

a 15 a 


W(x) 


图 2.7 映射 G;R?~R? 的 稳定 流 形 和 轨道 
P:U 一 刀 使 得 Pg)=g (gqg). YeEU, 其 由 rz=r(9) 是 
以 4g 为 初 值 的 轨道 yg (9) 返 加 到 并 即 g'(g)E€ 沁 的 第 一 时 刻 , 从 
而 z=r(g) 与 g 有 关 , 它 不 必 等 于 7 的 周期 了 = T(p) ,但 是 当 9 
一 pp 时 ,rr 一 本 ,因此 p 是 P 的 平衡 点 ( 见 图 2.8). 


的 映射 的 模 蕉 面 人 b) 一 封闭 轨道 
2.8 Poincaré 映射 


类 似 于 平衡 点 的 概念 ,可 定义 周期 轨道 O 是 吸引 的 (稳定 的 ) 
或 排斥 的 (不 稳定 的 ) , 简 言 之 ,车 t+ %,dist(g' (x),O 〇 )= 
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ipf| q' (x) 一 y| 一 0, 刘 称 O 为 吸引 的 ; 若 上 > -oo ,dist{ 9' (x)， 
DO) = ipf | q(x) -7 了 | 一 0, 则 称 口 为 排斥 的 ,于 是 ,要 判断 上 述 的 7 
是 吸引 或 排斥 的 ,只 要 考查 P 的 平衡 点 p 是 否 为 吸引 或 排斥 即 可 . 

下 面 我 们 假设 p 是 P 的 双 曲 平衡 点 .由 于 也是 n -1 维 的 ,办 
此 (xn 一 1)x{n 一 1) 阶 矩 阵 DP(p) 具 有 n, 个 模 小 于 1 的 特征 值 
和 zx。 个 模 大 于 1 的 特征 值 (n, + n= 一 1), 从 而 户 (P = 
P(tP 1)) 的 稳定 和 不 稳定 流 形 的 维 数 为 dmW: (p) = n,， 
dimW' tp)=n,-. 设 xE3, 月 x 在 P 的 邻近 , 则 过 x 的 轨道 
P(x) 必 是 由 g!' 的 轨道 与 乙 相 交 而 得 到 的 ,所 以 我 们 可 以 定义 局 期 
轨道 7 的 稳定 和 不 稳定 流 形 w'(yY) 和 w" (7y) ,使 得 dim 全 (7)= 
n+1,dimW*(Y)= n+ 1. 我 们 没有 给 出 w'(yY) 和 w* (7) 的 精 
确定 义 , 但 相信 下 面 的 例子 可 以 消除 这 一 不 足 ， 

作为 例子 ,我 们 考虑 2 维系 统 

{i 
=x+ty-y(r +y) 

取 刀 = (xz,y)ER |zx>0,y=01, 则 如 的 法 向 为 (0,y),y> 
0, 而 系统 (2.32) 的 在 点 (x ,0) 处 的 切 向 量 为 {zx - zx: ,z). 易 见 这 
两 个 方向 不 垂直 ,所 以 站 是 截面 . 

利用 极 坐 标 变换 r= (zx? + y*)? ,0=arctan(y/z), 则 (2.32) 
化 为 


{2.32) 


=r(1l—r’) 
b=1 
而 且 之 = {rv,0)|r>0,9=01. 易 见 , 对 于 YCr,8),(2.33) 的 解 
为 


(2.33) 


g(r0)=((1+(r ?7-1)e ") -二 + 的 
从 而 ,YI(r,9)EZ,r=2r 是 使 得 轨道 gy' (x,0) 返 回避 的 第 一 时 
刻 , 所 以 有 


plr)=(1+ (Cr? -1)e”)} 


显然 ;=1 是 了 的 不 动 点 , 即 是 系统 (2.33) 的 周期 轨道 ,由 

DP(1)= 掺 ,= 一 二 (+ Cr-De") 了 -2)1,. 

=e <1 

得 p=1 是 PP 的 稳定 不 动 点 ,从 而 (2.33) 的 周期 轨道 =1 是 稳定 
的 或 为 吸引 的 周期 轨道 . 

值得 注意 的 是 ,车 仅仅 是 为 了 求 DP(1), 则 我 们 无 须 先 求 P 
的 表达 式 , 因 为 车 y 满足 += f(z), 则 

{Dy (zx))= D(z) Dp'(z) 
设 g'(7) 是 (2.33) 的 周期 轨道 + =1 在 第 一 分 量 上 的 投影 , 则 由 于 
A 下) 二 1 一 3r’ ,所 以 在 r=1 上 ,E(Dg'(1)) = ~2Dg' (1), 
从 而 Dg'(1)=e ,所 以 DP(1)= Dg' 01) =e “<1. 

我 们 现在 考虑 下 面 的 非 自治 的 周期 性 受 迫 振动 问题 . 


(a) 同 定点 P=Pp) 的 周期 7 轨道 tb】 次 湖 合 2 了 7 轨道 


2.9 Poincare 映射 的 强迫 振动 


x= f(x,t), (x,2:)E R"xR {2.34) 
其 中 f(x,1)= f(x,t+ TT), 人 本 为 1 关于: 的 周期 ,为 了 写成 动力 
系统 的 形式 ,我 们 给 (2.34) 所 示 的 系统 相 空间 再 增加 一 维 ,写成 
x=f(x,0) 


a=1 (x ,OER Xs (2.35) 


其 中 "是 周 长 为 工 的 圆周 , 即 S = 民 (modT). 对 于 这 个 问题 ,我 
们 可 以 定义 整体 的 截面 
D>=|I(x ,ER "XSI9=0,| 

因为 #8=1 导致 了 由 (2.35) 定 义 的 轨道 必然 与 乙 横 截 相 交 , 设 gq 
是 由 (2.35) 确 定 的 动力 系统 , 则 我 们 可 以 定义 Poincare 映射 P; 
阅 刀 使 得 

P(x)}=x*9g' (x,0), ER 
这 里 r(x,9)=x 是 R* xs’ 到 RR” 的 投影 映射 . 


$2.1.4 不 变 集 和 吸引 子 


我 们 已 经 给 出 了 不 动 点 和 周期 轨道 ,它们 是 最 特殊 的 不 变 集 ， 
下 面 我 们 引进 一 般 的 情形 . 

设 m:tE4 是 R 上 的 动力 系统 ,集合 4 称 4C 尽 ' 为 久 的 
不 恋 集 (invariant set) , 若 A 是 R" 中 的 闭 集 有 yA)=A, Vi 
E64. 若 p' 是 连续 的 动力 系统 , 则 常 称 g' 的 不 变 集 为 不 变 流 形 
(invariant manifold). 

下 面 介绍 比 周期 轨道 略微 一 般 的 不 变 流 形 一 一 K 维 轮胎 面 . 
设 g' 是 R” 上 连续 的 动力 系统 . g'(x) 是 9 的 一 个 周期 了 轨道 ， 
其 中 工 是 轨道 上 一 固定 点 , 则 可 以 写成 

9' (x)= DF, wt) (2.36) 


其 中 B(,…) 是 周期 与 周 长 均 为 2x, 频 率 w = 所 的 圆周 S 实 际 


土 还 有 更 一 般 的 集合 S x… x S = TY* 为 有 维 轮胎 面 (torusy ,1< 
下 挟 ? 在 下 述 情形 下 组 成 g' 的 不 变 流 形 . 

事实 上 ,在 (2.36) 中 二 可 以 着 成 是 以 w 为 频率 的 简 谐 振子 ， 

所 以 自然 地 还 可 能 有 大 个 简 谐振 子 下 加 的 情形 ,其 频率 分 别 为 

ww 对 于 XTI,1<k<n, w/w 隆 有 理 数 ,i 了 j,i,j 
=1,2,…, 和 连续 的 动力 系统 9 轨道 . 

P (x)= Bx, wt wt ,wt ) (2.37) 

其 中 @ 关于 第 2 至 第 上 +1 个 变量 是 以 2x 为 周期 .9g' :TT 一 TT， 
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则 9 (x) 称 为 拟 周 期 轨道 (quasiperiodic orbit) ,所 有 这 些 拟 周 期 轨 
道 恰好 构成 轮胎 面 区 .由 于 w/w 关 有 理 数 ,i 关 j, 则 每 一 周期 轨 
道 都 不 可 能 返回 到 初 值 点 ,从 而 易 见 拟 周 期 轨道 不 是 不 变 流 形 .但 
是 每 一 周期 轨道 在 T* 中 稠密 , 当 &=2 时 , 则 以 zxET 了 为 初 值 的 
所 周期 轨道 W (xz) 是 沿 着 轮胎 面 绕 无 穷 多 圈 的 轨道 . 


< 


< 一 新 


2.10 轮胎 面 T? 


还 有 如 图 2.11 所 示 的 较 常 见 的 不 变 集 .其 中 户 , pz 加 都 是 
不 动 点 ,不 变 集 A 是 一 条 过 不 动 点 p 的 封闭 曲线 称 为 同 缩 轨道 
(homoclinic orbit) .不 变 集 B 是 一 条 连接 两 个 不 同 不 动 点 pi 和 如 
的 曲线 称 为 异 缩 轨道 (heteroclinic orbit). 

还 有 一 类 集合 为 非 游 荡 集 (nonwandering set) ,这 是 与 不 变 集 
非常 相近 似 的 集合 , 设 点 xE R" ,车 * 的 任意 邻 域 U, 都 存在 本 > 
0, 当 1>T 时 g'(U) 们 U 考 乡 , 则 称 x 是 g' ,zt EA 的 非 游 荔 点 ， 
所 有 非 游 东 点 组 成 的 集合 为 非 游 葛 集 .关于 非 游 荡 集 我 们 有 以 下 


同 缩 轨 道 异 缩 轨 道 


图 2.11 
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结论 :RR* 上 连续 动力 系统 4z' 的 非 游 萝 集 (Andronov, et al, 1966) 
只 可 能 有 下 列 三 种 集合 构成 :i) g' 的 不 动 点 ; ii) 9 的 周期 轨道， 
证 )》 9g' 的 同 缩 轨 道 和 异 缩 轨道 ,而 且 容 易 知道 车 有 同 缩 或 异 缩 胃 
道 为 非 游 葛 集 的 一 部分 时 ,其 上 的 平衡 点 若是 双 曲 的 那 必 是 鞍点 ， 
因为 在 汇 和 源 的 邻近 不 可 能 有 非 游荡 点 . 若 go 可 逆 时 , 非 游 东 点 
集 是 不 变 集 .图 2.12 给 出 了 RR 上 连续 的 动力 系统 的 非 游 葛 集 的 
组 成 情形 . 


汶 匣 点 
非 游 萝 点 


图 2.12 


由 图 2.12 可 见 , 非 游 葛 集 由 数 个 互 不 相交 的 部 分 组 成 , 若 这 
些 组 成 部 分 是 连通 的 , 即 不 能 再 分 解 成 数 个 互 不 相交 的 组 成 部 分 ， 
则 可 称 其 为 拓扑 可 迁 的 , 即 非 游 葛 集 是 教 个 互 不 相交 的 拓扑 可 迁 
集 之 并 ,其 严格 的 数学 定义 如 下 ; 

令 g',tiEA, 是 R* 上 的 动力 系统 ,ACR"” 称 为 拓扑 可 迁 的 
(topological transitive) , 若 存 在 单个 轨道 PP (x) 在 A 中 稠密 , 即 此 
轨道 的 闭 包 为 A, 且 4 是 8 的 不 变 集 . 

下 面 介绍 几 个 与 稳定 平稳 点 密切 相关 的 不 变 集 的 概念 . 

集 ACR" 称 为 R* 上 动力 系统 9 ,iE A 的 吸引 集 (attracting 
set), 若 A 是 g' 的 不 变 集 , 且 存 在 着 R" 中 开 集 DA ,使 得 Y xE 
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Ud(9 (x),A)— inflp' (x) yl>0(t 一 0). 当 U=R" 时 ,A 
称 为 束 体 吸引 集 {global attracting set). 当 A 为 拓扑 可 迁 的 吸引 集 
时 , 称 之 为 吸引 子 (attractor). 当 A 是 拓扑 可 迁 的 整体 吸引 和 集 时 ， 
称 之 为 整体 吸引 子 (global attractor). 

不 难看 出 ,稳定 的 平衡 点 是 吸引 子 ,以 周期 轨道 构成 的 轮胎 面 
是 拓扑 可 迁 的 ,所 以 若 它 是 吸收 集 则 必 是 吸引 子 . 

作为 例子 ,图 2.13 所 示 的 系统 

fr = 一 了 (2.38) 

有 整体 吸引 集 [ 有 4,B] 和 吸引 集 fA,B},1A,O,B1 是 非 游荡 集 ， 
191 是 鞍点 ,所 以 141 和 上 号 1 是 系统 仅 有 的 两 个 吸引 子 . 


$2.1.5 结构 稳定 性 和 分 岔 的 定义 


分 岔 所 关心 的 是 系统 经 某 种 小 扰动 后 ,其 基本 结构 是 否 发 生 
变化 ,这 其 实 是 微分 拓扑 学 中 的 基本 内 容 . 
设 f,g:R" 一 R" 是 连续 可 微 的 , 称 了 是 8 的 e 尺度 C' 扰动 . 
若 存 在 N >0, 使 得 f(x)- g(x),YxER" 且 |x| 之 N, 则 有 
[flix})- g(x)l+1DF(xr) Del(x)l 
<s yxER ,xlI<N (2.39) 
在 这 一 节 中 ,对 于 f: R" 一 R" ,我 们 令 gi 为 由 了 生成 的 离散 
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的 动力 系统 请 ,zEZ， ,或 为 以 了 为 切 向 重 场 的 连续 的 动力 系统 x 
= f(x). 

我 们 称 映射 f,g:R" 一 R" 拓扑 等 价 , 若 存 在 同 胚 映射 h:R" 
一 及 " 使 得 h(g(x))= fh(z)),YV xE R" .我 们 称 动力 系统 gy 和 
CF 拓扑 等 价 (topological equivalence) 或 拓扑 共 思 (topological con- 
jugate) ,车 存在 同 胚 映射 和;R* 一 R* 使 得 对 于 xE R" 和 :EA， 

hig (x)) = pth( x)) (2.40) 

若 ACR" 是 闭 集 , U 汪 A 是 A 的 邻 域 ,h:U 一 (如) 是 同 胚 
映射 ,使 得 当 xE U,:EA(= 2Z, 或 [0,+ %)) 时 ,(2.40) 式 成 立 ， 
则 称 gy 与 在 A 邻 域 拓扑 等 价 . 

分 别称 上 映射 『; R" 一 R" 和 动力 系统 gy : R" 一 R" 是 结构 稳定 
的 (structurally stabte) ,车 存在 s>0, 使 得 任意 了 的 es 尺度 CC 扰动 
& ,都 有 了 与 8 以 及 gy 与 9 分 别 拓扑 等 价 .A 己 R" 是 闭 集 称 了 和 
97 分 别 在 A 的 邻 域 结构 稳定 ,车 3e>0, 使 得 YF 的 尺度 的 C' 
扰动 8 ,都 有 上 与 8 以 及 gi 与 9 分别 在 A 邻 域 拓扑 等 价 . 若 多 
在 A 邻 域 结构 稳定 , 则 称 A 是 结构 稳定 的 . . 

值得 注意 的 是 ,上 映射; R" 一 R" 的 结构 稳定 和 JJ" ;RR" 一 R" 的 
结构 称 定 这 两 个 概念 是 完全 一 样 的 . 若 两 个 动力 系统 拓扑 等 价 ,也 
就 是 这 两 个 系统 的 拓扑 结构 完全 一 样 ,从 而 两 系统 的 平衡 点 .周期 
轨道 ,各 种 不 变 集 或 是 各 种 轨道 都 可 以 在 相应 的 同 胚 h 下 建立 连 
续 的 对 应 关系 . $2.1.2 中 的 Hartman 定理 所 说 的 是 动力 系统 在 双 
曲 点 邻 域 拓扑 等 价 于 一 个 线性 的 动力 系统 ,也 可 以 说 动力 系统 的 
双 曲 平衡 点 是 结构 稳定 的 . 

事实 上 , 当 系 统 g' 经 同 胚 映射 h: R" 一 R" 转化 为 另 一 个 与 
其 后 扑 等 价 的 动力 系统 hg *h 时 ,若是 g' 的 平衡 点 , 则 
h(E) 是 及 p'*h 的 平衡 点 .车 文 分 曾 是 8g' 的 汇 , 源 或 鞍点 , 则 
(XT) 也 必然 分 别 是 "9p' "上 的 汇 \、 源 或 带 点 .但 是 值得 注意 的 
是 , 当 荆 是 结 时 , h(x) 可 能 会 变 成 焦点 ,反之 , 当 王 是 焦点 时 ， 
h(x) 可 能 会 转化 成 结 点 . 
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作为 例子 ,考虑 线性 的 动力 系统 qh,… ,9 .它们 分 别 是 方程 
4 二 A 大 二 0,1,2,3 的 解 ,其 中 A。 ,A ,A,,A; 分 别 为 


3 
易 见 ,原点 是 以 上 系统 的 平衡 点 且 是 汇 ,不 难看 出 ,我 们 有 如 下 的 
表达 式 


9 0 e 和 0 e 
,1 0 ， a {Cost — sint 
9 一 上 | 】 93 “人 ) (2.42) 
t 1 sint 


现 分 别 取 R 到 R* 的 同 胚 


和 人 人 人 


x 六 sin 一 nr) 
人 -| 


I 
= | 0 arctan 
多 > 


ricos( 8 — lnr) 
(2.43) 


网 gi 1,2,3, 即 gy; 与 9 拓扑 等 价 (i =1,2,3). 

值得 注意 的 是 闻 胚 坟 , ,#， 和 上 在 平衡 点 (0,0) 处 是 不 可 微 
的 ,事实 上 ,不 存在 着 可 微 的 同 胚 即 微分 同 胚 使 得 (2. 43) 式 成 
苹 ， 

通常 我 们 需要 考虑 和 参量 内 有 关 的 动力 系统 g, , 随 着 产 的 
变化 ,动力 系统 的 拓扑 结构 也 会 发 生变 化 , 即 动力 系统 gi 发 生 
“ 质 " 的 变化 .而 产生 “ 质 " 的 变化 的 & 值 是 我 们 最 感 兴趣 的 ,这 就 
是 源 于 poincaré 的 分 岔 ， 

设 避 ,iE A, 是 R" 上 会 参量 jE R* 的 一 能 动力 系统 . 若 己 
= po 时 ,qs 非 结构 稳定 , 则 称 po 是 pe 的 分 盆 值 (bifurcation val- 
ue) ,也 称 gs 在 jo 点 出 现 分 贫 . 
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例如 系统 = jpx 一 x: ,在 p=0 出 现 分 贫 , 因 为 当 jp 增长 穿 
过 点 上 =0 时 系统 由 单个 平衡 点 变 成 具有 两 个 平衡 点 . 见 图 2.14， 
显然 在 “=0 时 系统 不 可 能 结构 稳定 . 


平衡 点 的 分 支 


图 2.14 f(x) 的 pz -zx 分 盆 图 


分 倪 理 论 的 深入 研究 将 需要 许多 微分 拓扑 学 和 代数 拓扑 学 的 知 
识 , 但 这 些 知 识 已 超出 了 本 书 范围 .这 里 本 书 将 从 实用 的 角度 介绍 
这 方面 的 一 些 常 识 ,事实 上 ,从 应 用 出 发 来 研究 分 盆 也 可 以 得 到 许 
多 好 的 结果 ( 见 Guckenheimer - Holmes 1983 和 Wiggins 1990). 
关于 动力 系统 的 拓扑 结构 是 否 发 生变 化 ,最 容易 把 握 的 是 平 
衡 点 邻 域 的 性 态 . 若 py = jto 时 动力 系统 gp 在 其 平衡 点 邻 域 出 现 
了 分 岔 .那么 这 就 童 味 着 系统 本 身 出 现 分 岔 .让 我 们 考虑 以 乒 为 
切 向 量 场 的 R” 上 的 动力 系统 
r=f, (x);xER" ,RER: (2.44) 
这 一 艇 系统 的 平衡 点 也 就 是 满足 f,(x)=0 的 点 (x,)€ER"x 
R' .车 在 这 样 的 点 上 , DF, (xz) 是 可 逆 的 ,由 隐 函 数 定理 知 必然 存 
在 x=xfp), 这 是 一 一 对 应 关系 , 即 若 系 统 在 平衡 点 (xo ,pa ) 处 
Df (xo) 可 道 , 则 当 pp 穿 过 时 系统 gp 的 平衡 点 的 个 数 不 会 发 
生变 化 . 当然 在 这 样 的 情况 下 ,我 们 还 无 法 断定 go 是 否 为 分 贫 
值 , 因 为 在 这 样 的 rz 领域 虽然 不 会 分 岔 出 平衡 点 ,但 可 能 分 盆 出 
周期 轨道 ,这 就 是 下 面 所 要 讲 到 的 Hopf 分 岔 . 若 在 p。 处 x 是 
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gi 的 双 曲 平衡 点 , 则 由 于 Hartman 定理 ,8: 不 会 在 点 (xu ,ps ) 处 
出 现 分 岔 ;而 出 现 分 盆 的 只 可 能 是 非 双 曲 点 , 即 中 心 , 若 gs 在 点 
(xn yz ) 处 出 现 分 贫 , 我 们 则 称 (x ,po ) 是 分 贫 点 .而 在 实际 应 用 
中 特别 重要 的 是 那些 使 得 D/ (xu ) 不 可 赣 的 分 人 点， 

由 于 动力 系统 只 可 能 在 作为 中 心 的 平衡 点 邻 域 才 可 能 出 现 分 
贫 , 所 以 局 部 分 岔 理论 的 主要 任务 就 是 研究 中 心 的 局 部 拓扑 结构 
的 变化 情况 . 

设 gi 是 以 J 为 切 向 量 场 的 动力 系统 ,如 果 x。 是 内 的 中 
心 , 即 xi 为 满足 (x,) =0 且 Df (x。) 有 实 部 为 零 的 特征 信 的 
点 ,那么 在 这 种 点 上 Df, ( xs) 有 下 列 几 种 常见 的 标准 形式 : 

(i) 余 维 数 为 1 的 情形 


a) 单个 零 特征 值 
0 0 
Df,(x) = ( 4 | (2.45) 
b) 单 对 纯 虚 数 特征 值 
0 —w 0 
Df.(x) = (, | (2.46) 
0 及 
(ii) 余 维 数 为 2 的 情形 
a) 2 重 零 特征 值 , 且 不 能 对 角 化 
0 1 
DF (x)= ( 0 (2.47) 
0 和 
b) 单个 等 特征 值 + 单 对 纯 虚 数 特 征 值 
0 -ww 0 
w 0 0 0 
Df.(x) = (2.48) 
0 0 0 
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在 这 里 ,每 一 个 矩阵 A 都 不 含有 实 部 为 零 的 特征 值 ， 
$2.1.6 中 心 流 形 


当 我 们 期 望 简 化 动力 系统 时 ,很 容易 会 接受 下 面 两 种 方法 :第 
一 种 是 尽量 去 除 系统 的 非 线 性 ;第 二 种 则 是 设法 降低 系统 维 数 , 即 
尽量 把 次 要 的 不 会 使 系统 产生 本 质变 化 的 维 数 去 掉 . 就 第 一 种 方 
法 而 言 ,我 们 在 Hartman 定理 中 已 经 讲 过 ,如 假设 工 是 系统 x= 
f(x) 的 双 曲 平衡 点 , 即 DFI(z) 有 s 个 实 部 小 于 零 的 特征 值 ,有 z 
个 实 部 大 于 零 的 特征 值 ,f: R" “一 R'"'*, 则 Hartman 定理 告诉 我 
们 存在 二 的 玉 中 的 邻 域 癌 ,使 得 存在 着 同 胚 部: DT 一 RD) 使 系 
统 z=Jxr) 与 
Yi 一 一 TI， xiER', 
人 x ER", 
在 下 邻 域 拓扑 等 价 , 显 然 (2.49) 是 结构 稳定 的 ,从 而 x = f(x) 在 
* 邻 域 是 结构 稳定 的 ， 
如 果 交 是 x = 了 Cx) 的 中 心 , 则 问题 将 变 得 相当 复杂 ,对 于 分 
合同 题 z= (x),xE R" ,HE R' 可 以 化 成 为 
fe 
p=0 
即 衬 = 乒 {xz) 的 分 贫 点 就 是 (2.50) 的 中 心 .由 此 可 见 ,研究 中 心 邻 
域 的 状态 就 意味 着 研究 分 岔 或 是 局 部 分 盆 . 在 以 上 的 Hartman 定 
理 中 可 以 粗粮 地 看 到 稳定 和 不 稳定 流 形 都 是 结构 稳定 的 ,所 以 若 
是 系统 x = 了 (x) 的 中 心 , 则 的 分 域 将 会 出 现 三 种 流 形 : 稳 定 
流 形 w'{x) ,不 稳定 流 形 w* (x) 和 中 心 流 形 tw'(¥). 其 定义 为 : 
w(x) 是 系统 x=_f(x) 的 不 变 流 形 , 它 与 x= f(x) 的 中 心 子 空间 
E' 维 数 相同 , 旦 ww (xz) 在 六 点 与 开 相 切 .为 了 简化 系统 ,我 们 希 
望 把 结构 稳定 药 稳 定 流 形 和 不 稳定 流 形 削 去 ,从 而 降低 了 系统 的 
维 数 ,但 被 前 去 的 系统 依然 保留 了 原 系 统 在 中 心 邻 域 的 性 质 ,这 就 
是 中 心 流 形 理论 所 关心 的 根本 问题 . 


(xi,x2}E R(tU) (2.49) 


(2.50) 
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为 了 对 中 心 邻 域 的 性 质 有 一 个 直观 的 了 解 ,我 们 先 考虑 下 列 


的 例子 
z=x? (0)- 基 
y= 一 2， y(0) yo 
注意 到 (2.51) 在 一 般 情 况 下 其 右 端 比较 复杂 ,因此 整体 解 往 


往 不 存在 ,但 这 并 不 重要 , 它 依然 可 以 提供 中 心 邻 域 的 变化 情况 . 
由 于 (0,0) 是 (2.51) 的 平衡 点 , 且 对 于 


rz 人 


ER?’ (2.51) 


zy=| = _1) 在 (zy)=(0,0) 点 (2.52) 


所 以 (0,0) 是 (2.51) 的 中 心 ,其 稳定 子 空间 和 稳定 流 形 是 y 轴 , 中 
心 子 空间 是 z 轴 , 不 稳定 流 形 不 存在 . 
对 (2.51) 积 分 得 


t= y(t) = ye (2.53) 
从 和 而 
y(x) = yoe ie (2.54) 


由 于 y 关 于 z 在 原点 的 导数 为 零 旦 y(z)-o, 当 工 一 0 
y(z)0, 当 zx 一 0 , 且 (x,y(z)) 在 x 轴 上 时 如 图 2.15. 可 见 
(2.51) 有 无 数 条 中 心 流 形 , 它 们 的 全 体 恰 好 盖 住 了 第 二 ,三 象限 和 


图 2.15 方程 (2.51) 的 相 图 ,图 中 黑 线 为 中 心 流 形 
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> 轴 , 因 此 ,中 心 流 形 的 明显 特点 是 不 惟一 性 ,实际 上 ,中 心 流 形 的 
光 谓 性 也 要 比 稳定 流 形 差 . 
下 面 再 举 一 例 ,考虑 系统 


' 3 
立 二 Ar 一 于 
| 4 了 


人 = 0 


(2.55) 


2 0 


其 平衡 点 为 p 轴 和 (zx,p) 平 面 中 的 抛物 线 : (xz,y,2)= (zx,0， 
I ) ,而 


pp-3r 0 zx 
Df= 0 1 0 (2.56) 
0 0 0 


这 意味 着 (2.55) 所 有 的 平衡 点 都 是 中 心 , 当 中 心 是 wx 轴 上 的 
点 (0,0,po) 时 ,(2.55) 的 稳定 \ 不 稳定 和 中 心 流 形 与 其 相应 的 子 
空间 重 释 .如 (0,0, po) 的 中 心 流 形 为 py 轴 , 若 中 心 (x0，, yo, zo)= 
(+ 上 wan ,0,p6) 时 ,相应 于 此 中 心 的 中 心 子 空间 和 中 心 流 形 分 别 
是 span1( 土 112 VY po .0,1)1 和 抛物 线 (z,y,1)= (tp,0, 1). 
下 面 给 出 连续 动力 系统 的 中 心 流 形 定理 . 


图 2.16 方程 (2.55) 的 不 变 流 形 
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定理 2,6(Marsden - McCracken [1976j,Carr[1981]) 设 f: 
R" 习 R" 二 次 连续 可 微 , 系 统 x= f(x) 以 0 为 平衡 点 ,DA(0) 的 特 
征 值 为 4 ,A,, 记 a = |ReA, <01,0,= 1 |Rel, =0),0,= 
[41ReA >>01, 且 相应 于 cm 和 o, 的 稳定 ,中 心 和 不 稳定 子 空 
间 为 户 ,E 和 E*. 则 系统 x = f(x) 的 稳定 和 不 稳定 流 形 分 别 与 
E’ 和 E" 在 8 点 相 切 , 且 存在 着 0 点 的 一 个 中 心 流 形 w' (0) 在 0 
点 与 所 相 切 ,进一步 地 ,x f(x) 在 0 点 邻 域 局 部 拓 盾 等 价 于 


=f(E) 
y= -3 (2.57) 


其 中 
(XZ2)EE xFE xE’. 


此 定理 的 记 何 图 像 见 图 2.17. 


E 


图 2.17 稳定 ,不 稳定 和 中 心 流 形 


下 面 我 们 来 求 出 (2.57) 中 的 ,为 简便 起 见 ,我们 考虑 系统 : 

r= Axrtf(x,y) 

y= By+ g(x,y) 

其 中 (x,y)E R*XxR”,A 和 8B 分 别 是 nxn 和 m Xm 矩阵 ,A 的 

nz 个 特征 值 的 实 部 全 为 零 , 且 B 的 m 个 特征 值 的 实 部 全 部 小 于 
四 30 . 


(2.58) 


零 , 且 7(0,0) =0,8(0,0)=0,DF09,0)=0,Dg(0,0)=0. 以 上 假 
设 使 得 我 们 得 到 {2.58) 的 在 (0,0) 点 的 中 心 子 空间 E = R* 而 稳 
定子 空间 = R" .由 于 中 心 流 形 w'((0,0)) 与 E* = R* 在 原点 相 
切 , 则 必 存 在 R* 中 零点 的 邻 域 UCR" 以 及 可 微 上 映射 :UC R* 
使 得 W" (09,0) 在 (0,0) 令 城 可 以 表示 为 hh 的 图 像 ; 
W’((0,0))= {(x,y)|ly= h(x), rE UI (2.59) 
由 于 W (0,0) 与 R" 相 切 ,所 以 天 还 需 满足 


8#t0.0) = 0,Dk(0,0) = 0 


fx,h(r)) 


把 系统 (2.58) 在 W (0,0) 上 的 向 量 场 [ 
gtx,h(x)) 


) 投 到 


E = R" 上 ,得 
x=Axrtf(x,h(x)) (2.60) 
这 就 得 到 我 们 所 要 找 的 f(x) = Ax + f(x,k(x)), 从 而 把 一 个 > 
+ m 维 的 系统 (2,58) 化 为 n 维系 统 (2.60),“ 亨 " 掉 了 我 们 不 咸 兴 
趣 的 结构 稳定 的 部 分 ,研究 (2.58) 转 化 为 研究 (2.60). 
为 了 说 明 以 上 简化 的 合理 性 ,我 们 给 出 下 列 定理 . 
定理 2,7(Carr[1981]) 设 g 和 Ww 分 别 为 由 (2.60) 和 
(2.58) 所 确定 的 系统 . 若 9 在 0 点 浙 近 稳定 (asymptotically 


2.18 ”中心 流 形 和 其 投影 向 量 区 域 
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stabte), 即 了 3>0 使 得 当 |xz|<6,xERR 时 人 (xz)- 一 0 (zt 一 > 二 
co), 则 w 在 (0,0) 点 浙 近 稳定 .车 w 在 0 点 渐 近 不 稳定 (asymp- 
totically unstable) , 即 了 83>0, 当 |x|<6,xrER HH,g (xr)—0 
(一 co)) 则 ww 在 (0,0) 点 渐 近 不 稳定 - 

一 般 来 说 & 是 可 以 确定 出 来 的 ,或 者 至 少 可 以 确定 出 其 主要 
部 分 .{2.60) 中 的 6 的 求法 如 下 :用 y= h(x) 代 人 (2.58) 得 

y= D(x),x=Dh(xr)(Artf(lx, h(x))) 

所 以 

Bh(lx}+glxr, htx))= Dh(x)(Axt fix,h(tx))) {2.61) 
从 而 我 们 得 到 上 & 的 三 个 方程 

N(k)=0,h(0)=0, Dk(0)=0 (2.62) 

N( 上 4) 为 (2.61) 式 的 右 端 与 左 端的 差 .对 有 在 零点 进行 Taylor 展 
开 , 则 基本 上 可 以 确定 出 h 的 主要 部 分 . 

例 


= v 
| (2.63) 


=-v+au + uw 
其 中 参量 a,8 将 在 以 后 确定 , 易 见 (0,0) 是 (2.63) 的 平衡 点 .向 量 
1 
声 (v， -vt+ ew? + puv)” 在 (0,0) 点 的 Jacobi 和 阵 为 {。 1】 
从 而 特征 值 为 0,- 1 ,而 且 不 难得 到 
0 1 -站 1 
-re -四 
a -1 0 一 1 


其 中 


从 而 
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则 
(=7( (Ey 
那么 
bj -00)* 7 po 
-人 1)() [> 
0 -1i\y -a(zty)y th(r+y)y 
即 


人 
=~y-a(rty) +RB(zt3)3 
从 而 可 设 欲求 的 满足 条 件 h(0)=0,h'(0)=0 且 
NOR(CX))=h [a(rth(z)) -Arh(r) th (zr))] +h(r) 
talrt+h(r)y -P(rh(r) +t+h:(x))=0 
由 于 (0) = 和 (0)=0, 则 在 0 点 邻近 的 Taylor 展开 为 


h(xr)=ar:+ br?+. 


(2.64) 


由 此 得 
NIR(z))=(2ar+O(z MD a(x+O(x)Y -Or)] 
tar t+hr ta(ttar +O(r)Y -Aar +O(x)) 
=2aaz + az + bx’ + ar: +2anr’ — far’ 
+O(x') 
由 Nt(h(xz))=0 得 
h(r)=—arita(4a— Br +O(r)= -ar:+O(z?) 
因此 ,对 于 a 去 0 
r=a(rth(r) -BB(rt+h(r))h(r) 
=a(xz—-ar’ +O(r)Y -Br(-ar +O(r)) + Or)) 
=ar:+a(8—2a)zr’ +O(r) (2.65) 
从 而 ,我 们 可 以 把 (2.65) 看 成 是 方程 z = az? 经 小 扰动 后 得 到 的 . 
a 33 » 


类 似 地 , 当 a >0 时 (2.64) 在 (0,0) 邻 域 的 相 图 可 以 类 似 于 图 2.19 
的 形式 . 


图 2.19 系统 (2.63) 在 (0,0) 邻 坊 的 相 图 
接 下 来 再 考虑 一 个 例子 : 
{ YY (2.66) 


y= 一 ?Tar 
此 系统 以 (0,0) 为 平衡 点 ,其 向 量 场 在 此 点 的 Jacobi 矩阵 为 
0 0 
(0 71) 
设 h(r)=ax:+ bzr’+"… 得 
N(R(CX))=h (Cx) [rh(r)] + h(xr)— or 
=2ar'ar’ t+ar ~ ar +O(x’) 
=(a—-a)x: +O(xr)=0 
从 而 
h(x)=ar +O(r’) 
所 以 
r=ar +O(xr) 
当 a<0 时 是 渐 近 稳定 的 ,从 市 (2.66) 在 (0,0) 是 浙 近 稳 定 的 (图 
2.20) ,是 系统 (2.66) 在 (0;0) 邻 域 相 图 . 
下 面 我 们 将 简 述 一 下 如 何 用 中 心 流 形 定 理 的 方法 来 考察 分 岔 
x= Ax+f.(x,y) 
y= By + gr(x,y) (2.67) 


p=0 


图 2.20 系统 (2.66) 在 (0,0) 邻 起 的 相 图 


其 中 (zy)E 责 X 琵 "天 E 玉 .zx 给 阵 4 和 和 xx 如 矩阵 瑟 ， 
与 x 和 yy 无关, 且 其 特征 值 实 部 分 别 是 等 于 零 和 小 于 零 , 则 由 中 心 
流 形 定理 可 得 (2.67) 在 中 心平 衡 点 (0,8,0) 处 有 一 中 心 流 形 相 切 
于 中 心 子 空间 R" x R* ,从 而 有 一 个 映射 h:R" x R*" 一 及” ,使 得 
(0,0,0) 处 的 中 心 流 形 可 以 局 部 地 表 成 的 图 像 .而 中 心 流 形 的 
流 不 变性 使 得 (0,0,0) 分 岔 出 的 所 有 解 依然 在 中 心 流 形 里 面 ,这 意 
味 着 我 们 只 要 在 中 心 流 形 里 考查 分 岔 即 可 
例如 , 考 虚 下 列 二 次 Duffing 方程 


{2 
v=Bu-u -bv ‘2.68) 
在 p=0 处 的 分 倪 问 题 .为 了 利用 中 心 流 形 的 思想 把 (2.68) 写 成 
玉 三节 
| me (2.69) 
B=0 
从 而 (2.69) 的 向 量 场 在 平衡 点 (w,v,B8) = (0,0,0) 处 的 Jacobi 甜 
阵 为 
0 1 0 1 1 010 00 1/8 0 
0 -30I=|0 -8 | -人 | -18 0 
0 00 0 0 10 0 00 0 1 


(2.70) 
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从 而 (2.69) 化 为 


z= f(r+y) -Ctyy 


y= -rty) tr+ty) (2.71) 


B=0 


Ey 1 1715，1x u 1 l\izx 
G)-(o a)(s) (5)-(o o)ls) 
由 于 (2.71) 的 中 心 子 空间 是 (x,8) 平 面 ,所 以 其 中 心 流 形 应 
该 是 图 像 {(z,y,8)|y=h(z,B)1. 下 面 利用 (0,0) =0, Dk(0， 
0) =0 来 确定 h ,由 Taylor 展开 ,可 设 
h(z,P)=ar’+ brB+ cH + O(3) O(3)= O(| (xr,8)|’) 
注意 到 
Dh(x,B)=(9 hr, PB) ,dRh(r,B))={2ar + bB+*, br t+2c8+-…) 
从 而 


四 2 
NOCz, 0) = Dr 有 人 有 ~(H8)Cz+A 


0 


号 
tlrth) -Srth) 
= (2ar + bp) (f(z + O(2)) + 0(2)) 
+ (az? + bzB+ ep) + f(z+ar’ + brp+ cf) 
(z+ OC(2)) + O03) 
由 NN(k(z,B))=0 得 


a= 祥 ， b= -sz ¢=0 


因此 
y= h(x,8)= Tr -hr)+ 0(3) 


把 系统 限制 在 中 心 流 形 上 再 投影 到 (xz ,8) 平 面 ,得 
4 36， 


上 -Br) -F(z+.…) + 0(3) 


B=0 
即 
[ =1(1-8)r(8- zx)+ 0(3) 
人 人 (2.73) 
B=0 
而 (2.68) 在 分 倪 点 (u,v,B) = (0,0;0) 邻 近 的 分 岔 状 襄 也 等 价 于 
了 = 豆 (1- 不 )z(8-z)+O(3) (2.74) 


在 分 盆 点 (z ,8)= (0,0) 邻 近 的 分 岔 状况 .图 2.21 是 方程 (2.71) 


了 


WW:y= h(x, 8) 


B 


2,21 方程 (2.71) 的 中 心 狗 形 


的 中 心 流 形 图 ,(2.68) 在 此 中 心 流 形 中 分 盆 状 况 也 已 画 了 出 来 ,所 
以 也 基 (2.68) 的 分 盆 图 .图 2.22 所 示 的 是 (2.74) 分 盆 图 ,这 是 图 
2.21 的 分 岔 图 在 (z ,8) 平 面 , 即 (2.73) 的 中 心 流 形 上 的 投影 所 得 


炙 2.22 方程 (2.74) 的 分 贫 图 
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到 的 .图 2.21 及 图 2.22 两 个 分 贫 图 具有 相同 的 拓扑 结构 . 

以 上 所 讲 的 都 是 有 关连 续 动力 系统 的 中 心 流 形 .关于 离散 动 
力 系 统 的 中 心 流 形 理论 与 连续 的 是 平行 的 ,我 们 几乎 可 以 完全 类 
似 地 推 得 .Wiggins[1990]. 

下 面 我 们 将 给 出 几 种 典型 的 余 维 数 为 1 的 分 盆 . 


§2,1.7 鞍 结 点 分 贫 


设 (p ,po) 是 系统 = f(x),xE R" ,pnER 的 分 岔 点 , 且 其 余 
维 数 为 1. 若 Df, (po) 是 只 有 一 特征 值 为 零 的 矩阵 , 则 根据 中 心 流 


形 思 想 半 = 拓 (z) 的 分 从 (在 (p,m) 邻 近 ) 只 可 能 发 生 在 yx = 
下 (x), 产 =0 的 中 心 流 形 里 面 .这 是 一 个 二 维 曲 面 ,利用 中 心 流 形 
定理 ,把 x 维系 统 x = f(x) 简 化 成 1 维系 统 ,所 以 我 们 不 妨 设 了 
是 RR 到 RR 的 聘 数 . 
下 面 考虑 系统 
z=f,(xz), rER,uER (2.75) 
在 点 Cr ,4)= {0,0) 出 现 分 倪 , 若 (2.75) 是 下 面 非常 特殊 的 情 
说 
T=u-7x, XER,nER (2.76) 
则 其 分 岔 图 如 图 2.23. 当 gy<0 时 ,(2.76) 没 有 平衡 点 ; 当 pr=0 
时 ,只 有 一 个 平衡 点 ; 当 上 >0 时 ,有 两 个 平衡 点 ,一 个 是 结 点 , 另 
一 个 是 鞍点 ,这 种 分 岔 称 为 鞍 结 点 分 岔 ,通常 也 称 为 切 分 岔 (tan- 


图 2.23 鞍 结 点 分 贫 
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gent bifurcation) . 对 于 一 般 的 情况 ,我 们 有 下 面 简单 的 定理 . 
定理 2.8 若 存在 ec,pcE 只 , 呈 天 0, 使 得 户 (z)= 4 一 拓 
+c+OCaz)l), 则 (2.75) 在 (za)=(0,0) 点 邻近 出 现 圾 
结 点 分 贫 , 即 当 ap <0 时 , {2.75) 没 有 平衡 点 , 当 abx >0 时 ， 
(2.75) 有 一 个 鞍点 和 一 个 结 点 , 且 由 (2.75) 的 平衡 点 (xz,p) 组 成 
的 曲线 在 分 倪 点 (0,0) 与 z 轴 相 切 ， 
图 2.24 给 出 的 是 二 维 的 著 结 点 分 倪 . 


N 从 NI 人 ~ 一 


$2.1.8 Transcritical 分 贫 和 pitchfork 分 偏 


现 研究 系统 z=pr-7’ 在 分 盆 点 (0,0) 邻 近 所 产生 的 分 仿 . 
图 ?2.25 是 x = jx 一 xz? 的 分 岔 图 , 即 其 平衡 点 由 两 条 线 组 成 ,它们 
仅 在 原点 处 相交 . 当 jy <0 时 , 若 (x,p) 是 结 点 , 则 当 此 点 沿 闭 所 
在 的 线 穿 过 原点 则 成 为 蒂 点 或 是 源 ,而 源 从 左边 越过 零点 时 则 成 
为 结 点 ,我 们 把 这 种 平衡 点 在 分 贫 点 处 交错 变化 的 分 盆 称 为 
Transcritical 分 岔 .一 般 地 , 若 存 在 ea ,2 天 0 使 得 f. (x)= apr ~ 
ae +OfC rz) ) 则 显然 = 也 (z) 在 (nz)= (0,0) 点 邻 城 


图 2.24 鞍 结 点 (封闭 曲线 内 ) 导 致 的 全 局 分 伎 


图 2.24 Transcritica] 分 荔 
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产生 Transcritical 分 盆 . 

典型 的 Pitchfork 分 贫 则 来 自 系 统 z= jr 一 x 和 工 = jr + 
Zz! 在 (0,0) 邻 域 分 别 产生 超 临 界 的 (supereritical) Pitchfork 分 分 和 次 
临界 的 Pitchfork 分 盆 , 见 图 2.26, Pitchfork 也 称 分 分 为 树枝 分 倪 ， 


(a) 超 临 界 的 Pitchfork 分 分 fb) 次 临界 的 Pitehfoxk 分 岔 


2.26 
接 下 去 我 们 介绍 比 前 面 三 种 略微 复杂 一 些 的 余 维 数 为 1 的 分 贫 . 


$2.1.9 Hopf 分 盆 


与 $2.1.7 和 $2.1.8 不 同 的 是 这 里 的 系统 在 分 盆 点 分 贫 出 
来 的 不 是 平衡 点 而 是 周期 轨道 ,所 以 这 里 的 中 心 流 形 要 比 前 三 种 


的 高 一 维 . 
考虑 系统 
x=f,(x),xER",uER {2.77) 
其 分 倪 点 为 (0,0), 且 Df,(0) 可 以 是 下 列 的 形式 
0 —w 
Df (0) = (, 1 《2.78) 
0 及 


其 中 A 是 (n -2) x(n 一 2) 和 矩阵 且 A 的 n -2 个 特征 值 的 实 部 都 
不 为 零 . 利 用 中 心 流 形 定 理 ,(2.77) 的 (0,0) 的 分 倪 只 发 生 在 
人 
p=0 
x 人 R” 的 中 心 流 形 里 面 ,此 中 心 流 形 是 一 个 三 维 的 流 形 ,我 们 不 
妨 设 n ==2{ 因 为 其 他 相应 于 A 的 ” 一 2 维 在 分 爹 中 不 起 作用 ), 并 
站 40 四 


只 考虑 系统 
fi 
y=wr- onyt g(r,y) 
其 中 乒 (0,0)=g 0.0)=0,DF (0,0)= Dg,(0,0) =0,a 是 非 零 

的 常数 ,系统 (2.79) 的 最 典型 的 例子 是 

人 (2.80) 

y=xtpy- yr +y) 
此 系统 的 分 贫 点 为 (I,y,p4) 一 (0,0,0), 且 在 (xz,y)=(0,0) 点 的 


Jacoti 秆 阵 为 [人 .四 此 算 了 有 两 个 特征 向量 = w+i 而 


三 ReA4 , 即 (2.80) 的 所 有 平衡 点 组 成 py 轴 . 当 jy<0 时 平衡 点 是 
焦点 ,也 就 是 稳定 的 焦点 ; 当 p>0 时 ,平衡 点 (0,0,g) 是 不 稳定 的 
焦点 , 即 (0,0,p) 点 邻近 为 初 值 的 轨道 都 是 绕 着 py 轴 而 离开 点 (0， 
0,p) 的 , 见 图 2.27. 从 而 使 得 系统 在 (zx,y,p) = (0,0,0) 处 分 支出 
一 局 期 轨道 ,这 是 以 Yj 为 半径 的 圆 zx? + y? = .这 种 分 盆 称 为 超 
临界 的 Hopf 分 命 .由 图 2,27 还 可 见 , 由 周期 斩 道 组 成 的 抛物 面 | = 
2 二 六， AP0ryE R*] 在 原点 (0,0,0) 与 (x ,y) 平 面相 切 . 


(zy)ER ,ACER (2.79) 


图 2.27 赵 临 界 的 Hopf 分 分 图 2.28 次 临界 的 Hopf 分 贫 


图 2.28 所 示 的 是 次 临界 的 Hopf 分 岔 , 即 是 (2.80) 中 的 x 用 
- 产 代替 所 得 系统 的 分 盆 图 .从 (2.80) 中 可 见 , 若 取 y=0, 则 
{2.80) 化 成 为 了 = jx 一 x, 即 Hopf 分 岔 化 成 为 Pitchfork 分 岔 ， 
这 也 就 是 说 Pitehfork 的 分 倪 图 可 以 看 成 是 Hopt 分 岔 图 沿 着 
(zz ,A) 平 面 切 开 而 得 到 的 截 痕 . 
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下 面 我 们 考虑 (2,79) 的 Hopf 分 贫 的 一 般 形 式 ,下 面 陈述 为 简 
化 了 的 Guckenheimer - Holmes(1983) 定 理 . 
定理 2.9 若 wo 天 0,a 天 0,g.(0,0)= 广 (0,0)=0, 且 Dg,(0， 
0)= Df,(0,0) =0, 则 存在 着 R* 到 R? 的 光滑 的 坐标 变换 ,从 而 
使 得 (2.79) 经 这 一 坐标 变换 后 在 (0;0,0) 点 邻近 的 Taylor 展开 为 
{ =apr- wytalr ty)rt(cato(r +y ytO((zr,y, 1)1’) 
y=wrtaxyt (ctoblr ty rtalr +y yt+O((z,y, .2)|’) 
(2.81) 
当 a 关 0 时 (2.81) 在 分 分 点 (0,0,0) 邻 近 出 现 Hopf 分 盆 , 即 


在 (0,0,0) 分 支出 一 周期 轨道 x 心 - 全 (x*+ 六). 车 一 ->0, 则 是 


超 临界 的 Hopf 分 贫 , 若 一 “<0, 则 是 次 临界 的 Hopf 分 岔 ， 


这 里 ,确定 常 系数 a ,b,c ,特别 是 a 是 重要 的 ,实际 上 (2. 81) 
的 向 量 场 是 (2.79) 的 向 量 场 的 正规 形式 (norm form). 由 于 正规 形 
式 的 推导 需要 一 些 Lie 代数 的 知识 ,所 以 这 里 省 略 了 . 若 知道 了 正 
规 形式 的 求法 ,那么 其 系数 则 自然 能 得 到 . 

Hopf 分 盆 仅 仅 是 对 于 一 对 纯 虚数 的 特征 值 而 言 . 若 是 向 量 场 
中 出 现 了 多 对 纯 虚 数 的 特征 值 , 则 从 分 岔 点 分 支出 来 的 很 可 能 不 
再 是 周期 轨道 而 是 拟 周 期 软 道 ,从 而 在 其 分 岔 图 中 所 出 现 的 是 高 
维 的 轮胎 面 , 这 其 实 也 是 Landau - Hopf 关于 湛 流 发 生机 制 的 
Landau - Hopf 道路 的 出 发 点 ,尽管 人 们 已 趋向 于 认为 这 种 道路 所 
实现 的 不 是 真正 的 沸 流 . 

在 Ruelle - Takens 的 文章 中 ,提出 了 奇怪 吸引 子 也 就 是 混 让 
吸引 子 的 概念 ,这 种 概念 的 提出 也 是 依赖 于 对 Navier - Stoke 方程 
运用 中 心 流 形 和 Hopf 分 盆 的 思想 而 得 到 的 

下 一 节 所 阐述 的 主要 内 容 是 混沌 吧 引 和子 和 混沌 不 变 集 .这 通 
常 依赖 于 整体 分 岔 的 理论 ,值得 注意 的 是 关于 整体 分 岔 ,很 少 有 一 
般 的 定理 和 理论 , 它 只 能 针对 具体 的 系统 作 具 体 的 分 析 , 所 用 的 更 
多 的 是 几何 上 直观 的 想象 力 和 计算 机 的 帮助 . 
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$2.2 混沌 动力 系统 


混沌 的 研究 现 已 成 为 动力 系统 的 中 心 内 容 之 一 ,在 数学 上 混 
沌 (chaos) 一 词 来 自 于 Li( 李 天 岩 )- York(1975) 的 文章 .到 目前 为 
目 , 有 关 混 沌 的 期 刊 . 论 著 已 相当 多 了 ,特别 是 20 世纪 90 年 代 以 
来 增长 得 更 快 ,但 真正 给 混沌 下 明确 定义 的 并 不 多 .不 同 的 学 派 往 
往 会 从 不 间 的 角度 来 理解 和 定义 混沌 ,在 这 里 我 们 并 不 关心 广义 
的 混沌 概念 ,而 是 关心 在 数学 物理 界 被 大 多 数 人 所 接受 且 认 可 的 
混沌 概念 ,其 本 质 就 是 系统 对 初 值 的 敏感 依赖 性 . 

下 面 给 出 有 关 混 小 的 定义 

对 于 动力 系统 g': R* 一 R",t1€E A,(A=[0,%), 或 者 A= 
Z. ) 和 集合 ACR". 苦 38>0, 使 得 对 于 ¥YxEA 和 YY 以 x 为 中 
心 的 开 球 B(x,e), 必 yE B"(x,e) 门 A 和 :EA 适合 

| g' (x) -p(y)l>8 (2.82) 

则 称 g' 在 和 A 上 关于 初 值 是 有 敏感 依赖 性 (sensitive dependence on 
initial conditions) 或 称 Yo 在 A 上 是 混沌 的 ; 反 过 来 ,也 称 4 是 多 
的 混沌 集 . 进 一 步 地 , 若 A 的 n 维 Lebesque 测度 L"(A)>0, 刘 称 
4: 是 混沌 的 动力 系统 .由 此 可 见 ,混沌 的 动力 系统 具有 不 能 忽略 
的 混沌 集 , 或 者 说 具有 容易 由 实验 方法 “ 提 到 的 "混沌 集 . 

其 以 上 定义 还 可 以 看 到 , 若 g' 是 混沌 的 动力 系统 ,那么 9 
关于 初 值 的 微小 的 误差 将 很 可 能 导致 “灾难 性 "的 后 果 . 

在 研究 动力 系统 时 ,最 令 我 们 感 兴趣 的 集合 是 不 变 集 . 若 时 : 
R" 一 R" 的 混沌 集 4CR' 是 9 的 不 变 集 , 则 称 A 是 混沌 不 变 集 ， 
且 若 A 还 是 吸引 集 , 则 称 其 为 混沌 吸引 集 . 若 p' 的 混沌 集 4 是 吸 
引子 , 则 称 A 为 混 汪 吸 引子 或 为 奇怪 吸引 子 (strange attractor) . 

注意 到 若 ACR" 为 系统 g':;R" 一 R" 的 混沌 吸引 子 , 则 存在 
一 开 集 UA 使 得 g'(U)CU, 且 pg' (UU) 将 会 与 A 重合 . 当 t 一 
o 上 时 (此 器 称 为 A 的 吸引 盒 ) ,不 难 想象 U 也 是 久 的 混沌 集 ,由 
L"(U)>0 得 9g' 是 混沌 的 动力 系统 . 
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同样 不 难看 出 ,平衡 点 .周期 轨道 . 拟 周期 轨道 . 同 缩 轨道 和 蜡 
缩 轨 道 都 不 可 能 是 混 沌 集 ,但 Cantor 三 分 集 是 由 帐篷 映射 生成 的 
动力 系统 的 混 汪 不 变 集 . 

以 下 我 们 将 介绍 几 个 在 混沌 理论 发 展 过 程 中 起 过 关键 作用 的 
混沌 集 和 混沌 动力 系统 ,以 及 把 握 混 沌 的 几 种 常用 的 方法 . 


$2.2,1 逻辑 斯 遍 了 映射 


所 谓 逻 辑 斯 详 映 射 是 指 依 参量 w >0 变化 的 一 维 映射 F.(z) 
= 1 px’ ,注意 到 当 0<y&2 时 f([ 一 1,11)C[ ~1,1], 则 我 们 
将 首先 考虑 逻辑 斯 诺 上 映射 
fi:l-1,t>[-1,1], 0<p&2 
逻辑 斯 详 映 射 有 三 种 表示 形式 ,其 他 两 种 为 
天 (z)=2 pp, ft-1,1l=[~-1,1],n€(0,2]; 
F(z)=ar(l— x), F.:[0,1]—[0,1],a€(2,4] 


(2.83) 
这 是 因为 存在 着 同 胚 映射 
h, (zr)= -pr (h:R—>R) 
和 
(zx)=- 王 + 地 。 (KF:R>R) 
使 得 
f(r)=h fh (xz), p>0 
hl)=RtF hr) 0<p= 和 4 (2.84) 
这 也 就 是 说 , ,和 FF 都 是 拓扑 等 价 的 . 
由 逻辑 斯 谤 映射 产生 的 动力 系统 
Tari = pr (1 ~ rs) (2.85) 


是 生物 学 中 昆虫 的 数量 即 虫口 的 模型 , 若 ze 代表 某 一 种 昆虫 初 
始 的 数量 ,那么 经 过 第 = 代 的 繁殖 后 的 数量 则 为 z。. 
在 详细 研究 (2.85) 之 前 ,我 们 先 回顾 一 下 几 个 基本 概念 ,并 以 
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一 维 映射 为 例 介 绍 几 个 重要 的 定理 ， 
一 维 映 射 了 :及 一 下 以 zo，,… ,x*,-; 为 周期 如 轨道 ;车 


[|f" (zo)|<1 {2.86) 
此 轨道 称 为 稳定 的 或 为 吸引 的 ,或 
[fF" (xo)|>1 (2.87) 
则 称 其 为 不 稳定 的 或 为 排斥 的 ,当然 周期 1 轨道 是 不 动 点 ,注意 
fF" (zo) = Fr(z) = … = (zi). 


现在 我 们 考虑 具有 下 列 性 质 的 一 维 映射 
fi[-—1,1]—>[—1,1] 
下 面 的 定理 是 重 划 的 . 
定理 2,10(Li - Yorke(1975)) 令 f:[ 一 1,1] 习 (一 1,1j 连 
续 , 且 了 具有 周期 3 轨道 , 则 
i 对 于 任意 xn EN,f 有 周期 x 轨道 . 
1) 存在 一 个 不 可 数 集 A4C[ -1,1] 和 :>0, 使 得 对 于 任何 
X,YyEA,zAy 有 
lm|lf’ (xz)- f°(y)|>e 


limlf*(z) -ff*{y)|=0 


这 个 定理 告诉 我 们 具有 周期 3 的 连续 映射 f;[ -1,1] 一 [-1,1] 
必 有 一 个 混沌 集 ,这 也 是 Li 一 York(1975) 的 题目 ;“ 周 期 3 隐 合 着 
混沌 ”, 值 得 注意 的 是 具有 混沌 集 的 连续 映射 所 生成 的 动力 系统 并 
不 一 定 是 混沌 的 ,因为 此 混沌 集 的 Lebesque 测度 可 能 为 零 . 

下 面 让 我 们 给 出 一 个 类 似 于 Li - Yorke 定理 但 相应 于 周期 轨 
道 而 言 是 更 一 般 的 定理 . 

定理 2,11(Sarkovskii(1964)) 设 六 [-1,1] 一 [-1,1] 连 
续 , 且 对 于 所 有 的 自然 数 以 下 列 次 序 即 Sarkovskii 次 序 进 行 排 
列 : 

3DP>SP7D>9DP>… 
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D2:3D2:5D2.:7D2:9D. 
27 .3PP>2 5 人 2 7D2" 9D. 


Db2" bb2 D2 D2Db1 
则 对 于 任意 的 自然 数 p,q ,适合 训 >9, 且 了 具有 周期 已 轨道 , 则 了 
必 具 有 周期 g 轨道. 

由 定理 2.11 可 见 , 若 了 上 具有 冰期 户 轨 道 , 且 p 隆 2*， Yn€ 
N, 则 ff 具有 周期 2" 轨道 . 

这 两 个 定理 将 有 助 于 我 们 对 逻辑 斯 遍 映 射 作 更 深入 的 了 解 . 
下 面 我 们 再 来 研究 逻辑 斯 谤 映射 ,关于 此 映射 ,我 们 有 

定理 2.12(Collet - Eckmann[1980]), 对 于 jE (0,2] ,逻辑 斯 
说 映射 5:[ 一 1,1]->[ 一 1,1] 具 有 下 列 性 质 ; 

i) ft 或 称 动 力 系 统 计 ) 至 多 有 一 个 稳定 的 周期 轨道. 

i 车 £ 具有 稳定 的 周期 轨道 7y, 则 集合 A = 1zE€[ 一 1,11 轨 
道 f(xz) 不 被 y 所 吸引 | 是 Lebesque 零 测 集 , 即 L(A)=0. 

这) 车 f, 具有 一 稳定 的 周期 轨道 , 则 临界 点 O( 即 适合 所 (x) 
=0 的 点 ) 必 然 被 此 商 期 轨道 所 吸引 . 

这 个 定理 可以 被 推广 到 单 峰 函 数 (unimodal) ,这 里 就 不 去 缀 
述 了 .由 此 定理 可 见 车 f+ 具有 稳定 的 周期 轨道 , 则 六 不 可 能 是 
混沌 的 .车 以 O 为 初 值 的 轨道 不 被 一 周期 辆 遵 所 吸引 , 则 此 时 的 
了 就 不 可 能 有 稳定 的 周期 轨道 .由 此 可 见 , 了 解 稳定 的 周期 轨道 以 
及 以 O 为 初 值 的 轨道 对 于 f, 的 混沌 分 布 将 是 至 关 重 要 的 .注意 
到 这 一 点 ,我们 可 以 借助 于 计算 机 把 所 的 混沌 性 态 作 一 个 大 概 的 
描述 . 

逻辑 斯 谤 映射 (2.85) 出 现 不 动 点 的 条 件 是 

Xl 二 wn1 或 F(z ) = x, (2.88) 

(2.85) 离 散 映 像 的 不 动 点 类 似 微 分 方程 解 的 定 态 . 定 态 有 稳 

定性 问题 ,不 动 点 也 有 稳定 性 问题 ,也 就 是 说 不 动 点 可 能 是 稳定 
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的 ,也 可 能 是 不 稳定 的 .根据 定义 假设 不 动 点 坐标 z, 满足 (2. 88) 
式 , 设 外 界 影响 使 zx 值 稿 微 偏 离 r, 一 极 小 量 e ,x = x,+e, 则 
Tati = +e = Fr)= F(x,+e,) 
= F(Z)+F (zr)e tIF (x) + (2.89) 
则 
er ter z= F(z)e, ti (ze + (2.90) 
由 于 & 很 小 , (2.90) 写 成 
entrt= Fé (2.91) 
或 
En+l = {FF’,)"e (2.92) 


所 谓 稳 定性 ,自然 要 求 经 过 迭代 后 的 se 越 来 越 小 ,因此 高 散 映 
像 的 稳定 性 条 件 是 


| 二 | = IF’|<L (2.93) 
也 就 是 说 ,稳定 不 动 点 要 求 图 2.29 中 下 基线 在 S 处 的 斜率 
绝对 值 小 于 1. 如果 |F’|>1, 则 x, 不 可 能 是 稳定 的 ,如 图 2.30 所 


示 , 稍 许 偏 离 zx, 的 值 ( 如 图 中 的 zi) 经 过 多 次 选 代 后 , 趟 来 越 偏离 
2 从 而 zx, 是 不 稳定 的 . 


2.29 不 动 访 工 , 稳定 情形 2.30 不 动 点 x, 不 稳定 情形 
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对 于 由 稳定 到 不 稳定 的 临界 情形 ; 
1F =1 (2.94) 
在 式 (2.90) 中 只 保留 s, 的 线性 项 就 得 不 出 相应 的 结论 ,这 类 
似 经 典 力 学 中 所 谓 中 立 平衡 的 情形 ,这 时 必须 考虑 式 (2.90) 中 的 
高 次 项 . 
对 于 逻辑 斯 详 喘 射 (2.85) 不 动 点 条 件 为 
7;,=Azri(1 一 二 ) 


得 
2 二 《一 1 {2.95) 
临界 条 件 (2.94) 为 
PH 一 2Hr, = 土 1 (2.96) 
联 立 解 (2.95) 和 (2.96) 得 
n=1 {2.97) 
kA=3 (2.98) 


当 jy=1 时 ,x,=0, 所 以 y=1 表示 x, 由 不 稳定 的 负 值 过 滤 
到 稳定 的 正 值 .由 于 通常 x 取 负 值 没 有 实际 意义 ,这 种 临界 情形 
可 不 了 予 考虑 . 
当 关 =3 时 ,不 动 点 z, 由 稳定 过 淡 到 不 稳定 ,这 时 会 出 现 分 
盆 . 
当 A 比 3 大 得 不 太 多 (具体 说 ,3< w 妇 3.4494897) 时 ,单一 不 
动 点 条 件 (2.88) 不 能 满足 ,这 时 将 交替 出 现 两 个 状态 , 即 


Xan+1 = FOz,) 
人 =F(zx,1)= F[F(z,)]= F(x,)= 7x, (2.99) 
或 
zt (2.100) 
式 中 T(z) 是 复合 函数 : 
T(z) 一 FF (z)=F[F(z)] (2.101) 


FF” 表示 两 次 送 代 ,从 而 
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T(z)= F(z) 
=pox[l (lt+py)rt2pr pr:] (2.102) 
此 结果 可 以 从 图 2.31 表示 的 x,; x, 关系 或 图 2.32 表示 
的 z,:。 zx. 关系 清楚 看 出 .图 中 zz 和 xz“ 表示 交替 出 现 的 两 个 
数值 . 
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图 2.32 zutz- zx 关系 图 


与 一 个 不 动 点 是 否 稳 定 类 似 ,两 点 周期 也 有 是 否 稳定 的 问题 ， 
其 稳定 的 条 件 是 
"4d49 “。 


[T(z)|=|F® (rx)|<1 (2.103) 


2.33 ”两 点 周期 中 数 什 随时 间 的 变化 (时 间 + 不 大 时 是 暂 态 过 程 ) 


在 两 点 周期 的 两 个 数值 zz 和 zx'。 上 ,上 式 表 示 的 导数 值 相 
等 ,因为 


所 以 F 在 两 点 的 导数 相等 ,两 点 的 稳定 性 相同 . 
对 于 逻辑 斯 谤 映射 (2.85), 由 式 (2.102) 可 知 其 两 点 周期 的 不 
动 点 由 下 式 决定 : 
po xl—(l+tp)r+2pri 一 pzs] 一 六 (2.105) 
这 是 一 个 四 次 方程 , 它 的 四 个 根 就 是 复合 函数 FF 与 分 角 线 
的 四 个 交点 {图 2.31, 图 2.32). 对 于 z=0 这 个 根 ,很 易 证 明 ( 当 jg 
>1 时 )T >1, 因 此 它 是 不 稳定 的 ,还 有 一 个 根 对 应 于 不 动 点 zx, 
也 是 不 稳定 的 . 剩 下 两 点 局 期 的 两 点 xx 和 zx“ 之 值 可 由 下 述 方法 
求 得 .因为 
Ts=pral- ra), za=pra(l- ra) (2.106) 
a $0 . 


2 = n+1twv (p+ Dn — 3) 
2 
由 (2.107) 和 (2.104) 得 到 在 此 两 点 的 导数 为 


aF®) 2 / 2 
7 = (1 2x)(l -274) =- + 2g+4 (2.108) 


两 点 周期 临界 稳定 的 条 件 是 


(2.107) 


了 FF) 


5 =+1 (2.109) 
于 是 得 到 两 点 局 期 参数 的 临界 值 为 
m=3 当 FY=1 (2.110) 


p12 = 1+W6 = 3.4494897, 当 F’? =-1 (2.111) 


所 以 两 点 周期 只 可 能 是 参数 py , 取 值 在 (3,3.4494897) 中 出 现 , 否 
则 它 是 不 稳定 的 . 
当 jy>jw 时 又 将 怎样 呢 ? 这 时 两 点 周期 也 不 稳定 了 ,但 可 能 出 现 
四 点 周期 , 即 四 个 稳定 点 zi ,za ,zi ,Ts 交替 出 现 , 如 图 2.34 一 2.36. 
zit1= Fz)= FILF(zs)]= FIFLF(x,)]| 


=FIF[F(F(z)]I= F(x) (2.112) 


Fx) 
4 


a 


图 2.36 四 点 周期 中 zx 随时 间 变 化 


类 似 式 {2,93), {2.103), (2.104), 四 点 周期 的 稳定 条 件 
是 ; 
IF®Y = F(rOF (rr)F (ra)F (zr) I<1 (2.113) 
而 临界 条 件 ( 分 岔 点 ) 为 
FY = F(A)F (zr)F (xr)F rz) =+1 (2.114) 


以 此 类 推 ,四 点 周期 之 后 将 相继 出 现 2" 点 周期 (n =3,4,5,…). 
类 似 上 面 诸 式 ,我 们 有 
Fiy=(F{F[F F(z)]})Y = F(x)F (Cr )}F (ra) uF (x,) 


共 n 个 Ff 
- I Fz,) (2.115) 
稳定 条 件 是 
F(z) 1= |JT rz) | <1 (2.116) 
临界 点 {分 舍 点 ) 则 由 下 式 决 定 : 
I1F"{(z)1=+1 (2.117) 
对 于 人 逻辑 斯 膏 映 射 (2.85), 其 分 作 点 依次 为 
2i £2 3 :4 
3.0 3.4494897 3.54409 3.56407 
5 He 7 Fe 


3.568759 3.569692 3.569891 3.569934 
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上 述 这 种 依次 出 现 周期 加 倍 的 现象 就 是 倍 周期 分 岔 . 
很 明显 ,上 表 所 列 参 数 p 的 临界 值 有 收 合 趋势 .事实 也 的 确 如 
此 ,它们 最 后 收 化 到 一 极限 值 py ,此 收 伍 序 列 可 表 为 
Cc 


Ar = pe (zz 六 上 时 ) 《2.118) 


式 中 仿 就 是 费 根 鲍 姆 (Feigenbaum) 普 适 常数 


8 = lim -4.66920 (2.119) 
sm 1 

pe = 3.5699456 (2.120) 

c = 2.6327 (2.121) 


现在 考察 一 个 系统 是 否 存在 费 根 鲍 姆 普 适 常数 (universal 
constant) 已 成 为 动力 系统 研究 中 的 一 个 重要 课题 . 

事实 上 由 逻辑 斯 请 映射 还 可 以 得 到 另 一 个 费 根 鳃 姆 普 适 常数 
4， 感 兴趣 的 读者 可 参阅 费 根 鲍 姆 [1978] 和 Collet - 
Eckmann[ 1980] 的 文章 . 

此 外 ,两 相 邻 周期 轨道 之 间 的 距离 也 是 收 伊 的 ,如 在 xz = 1Z2 
处 轨道 分 盆 的 大 小 之 比如 图 2.37 趋 于 一 常数 : 


djd 二 -a, 当 n 光 1 时 (2.122) 
其 中 a = 2.5029078751. (2.123) 


由 上 述 可 见 产 ,Ap 二 we ,不 是 混沌 欧 动力 系统 ,但 判别 px 取 
何 值 时 F* 是 混沌 的 是 一 个 相当 困难 的 问题 .我 们 可 以 通过 计算 机 
观察 到 离散 映像 中 由 倍 周 期 分 分 进入 混沌 的 情 闹 , 即 用 计算 机 计 
算 对 应 于 每 一 参数 z 的 不 动 点 z 的 值 ,然后 适当 选取 参数 py 的 增 
基 Ap ,用 参数 z 为 横 坐 标 ,不 动 点 上 值 为 维 坐 标 作 图 ,这样 可 得 到 
图 2.38 的 结果 .由 此 图 可 见 , 当 请 < pn。 时, 随 着 的 增 大 ,依次 出 
现 2"(2 = 1,2,3,…) 周期 分 命 ; 当 pg > yw 时 ,情况 完全 变 了 ,这 
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2.38 ” 逮 辑 斯 族 映 像 的 倍 周 期 分 结 和 混沌 


时 > 取 值 是 随机 的 ,也 就 出 现 了 混沌. 所 以 jy。 是 倍 周 期 分 省 到 混 
证 的 分 岔 点 ,也 就 是 规则 取 值 的 周期 序列 区 到 混沌 区 的 交界 点 . 
必须 注意 ,混沌 区 并 不 像 白 噪声 那样 完全 混乱 一 片 .首先 由 图 
2.38 可 见 ,在 混沌 区 最 右边 ,对 参数 j 的 每 一 取 值 ,z 的 取 值 是 连 
在 一 起 的 .由 yz 取 值 3.676 处 往 左 ,z 的 取 值 分 成 二 个 带 .再 往 左 ， 
z 取 值 又 分 成 四 个 带 , 如 此 下 去 ,x 取 值 分 成 8 个 带 ,16 个 
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带 ,……, 直到 pr。 为 止 .也 就 是 说 ,混沌 区 以 与 周期 区 相反 的 方向 
从 右 到 左 分 为 2"(m = 0,1,2…) 个 带 .我 们 把 这 些 混沌 带 分 别称 
为 11,21,41,-…( 即 2"7) ,混沌 带 .此 处 了 表示 相反 (inverse) 或 庞 
加 莱 映 像 中 的 岛 (islands) ,而 用 rnP(n = 0,1,2,…) 表示 n 点 周 
期 ,P 表 周 期 (period) 或 席 加 莱 映 像 中 的 点 (points) .因此 py。 是 周 
期 序列 nP 和 混沌 带 序列 nf 分 别 从 两 边 相 向 收 伍 的 共同 极限 . 

如 果 把 > 和 参数 jz 的 尺度 放大 以 便 看 出 混沌 区 内 的 细节 ,可 
以 发 现 ,在 混沌 区 内 也 还 存在 许多 不 是 混沌 的 周期 窗口 .如 m = 
3.83 附 近 的 3 窗口 .3P 往 左 依次 还 有 5P,7P,9P,… 窗 口 .在 27 
区 带 内 则 依次 有 2 x 3P,2 x 5P,2 x 7P,… 窗口 .在 4I 带 内 则 依 
次 有 4x3P,4x5sP,4Xx7P,… 窗 口 . 如 此 等 等 (图 2.39) , 即 混沌 
区 内 的 周期 窗口 序列 也 是 自 右 向 左 的 . 


图 2.39 (图 2 38 部 分 放大 ) 


根据 Sarkovskii 定 理 , 如 果 一 个 映像 有 3P 周期 , 则 它 必 定 有 全 
部 更 大 的 周期 . 当然 ,Sarkovskii 定理 提出 时 (1964) ,还 不 知道 混沌 
的 存在 ,因此 定理 中 没有 涉及 混沌 带 的 存在 与 编 序 .现在 我 们 已 经 
知道 ,在 上 述 局 期 轨道 序列 中 ,起 始 的 3,5,7,9,… 诸 局 期 轨道 是 
嵌 在 11 混沌 带 中 的 周期 窗口 ,其 次 的 2 x 3,2 x 5,2 x7,2 x 9,.… 
诸 周 期 轨道 是 嵌 在 2 混沌 带 中 的 周期 窗口 ,而 且 由 此 引导 李 天 岩 
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和 约克 (T.Y.Li,J.A.Yorke,1975) 得 出 一 关于 存在 有 混沌 的 简 
单 判 据 ,局 期 3P 意味 着 混 泌 . 当然, 把 此 判 据 中 的 “周期 3P” 改 为 
“周期 5P” 或 “周期 7P” 等 非 2"P 的 周期 , 它 仍然 成 立 , 因 为 这 些 周 
期 轨道 都 是 嵌 在 混沌 区 内 的 很 鹤 的 “窗口 ”. 

如 果 把 周期 窗口 中 某 一 部 分 放大 还 将 发 现 , 它 也 有 与 图 2.38 
相同 的 精细 结构 , 即 它 也 包含 有 从 左 到 右 的 倍 周期 分 岔 序列 和 从 
右 到 左 的 混沌 带 反 序列 .图 2.40 就 是 把 3P 的 最 上 部 放大 的 结果 . 
可 以 看 出 ,这 种 二 级 结构 与 图 2.38 的 一 级 结构 完全 一 样 . 因为 图 
2.40 中 左边 也 是 3P,2 x 3P,4 x 3P,8 x 3P,… 从 左 到 右 的 周期 
分 盆 序 询 , 右 边 也 是 从 右 到 左 的 31,2 Xx 31,4 x 31,8 x 31,… 的 混 
沌 序列 , 而且 在 此 二 级 混沌 区 中 也 还 有 从 右 到 左 的 3x 3P,3 Xx 
5P,3 x 7P,3 x 9P,… 周期 窗口 . 

如 果 把 图 2.40 这 种 二 级 结构 图 的 某 一 部 分 继续 放大 ,如 把 其 
中 的 9P 的 中 部 放大 ,又 可 得 到 同 图 2.38 和 图 2.40 完全 一 样 的 三 
级 结构 .这 样 下 去 ,可 以 不 断 地 得 到 四 级 .五 级 .…… 结构 .由 此 可 
见 ,混沌 带 中 存在 着 无 穷 层 次 的 自 相似 结构 .这 说 明 混沌 与 通常 所 
说 的 随机 过 程 还 有 着 本 质 的 区 别 . 


图 2.40 3P 中 的 精细 结构 


但 是 这 类 周期 窗口 和 次 级 混沌 带 总 是 在 参数 变化 不 大 时 即 发 
生 了 突变 .如 图 2.40 中 的 3P 精 细 结 构 延 伸 到 jy = 3.8575 时 ,三 个 
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二 级 混沌 带 突然 又 连 成 一 个 混沌 带 . 这 种 由 于 参数 连续 变化 而 引 
起 的 混沌 状态 的 突变 被 格 瑞 玻 日 (Grebogi,1993) 称 为 混沌 的 危机 
(crisis) . 混 宣 危机 的 出 现 是 由 于 不 稳 周 期 轨道 (此 处 是 由 鞍 - 结 点 
发 出 的 不 稳 3P 胃 道 ,如 图 2.40 中 的 虚线 所 示 ) 与 次 级 混沌 带 相 过 
引起 混沌 带 中 的 轨道 充斥 于 各 次 级 轨道 之 间 . 类 似 的 危机 (突变 ) 
也 存在 于 二 维和 三 维 映像 以 及 微分 方程 所 措 述 的 系统 中 . 

对 映像 的 较 仔 细 的 分 析 还 可 以 使 我 们 进一步 了 解 混 沌 形成 的 
过 程 . 仍 以 逻辑 斯 说 映像 为 例 , 它 把 区 间 (0,1/2) 中 的 点 映像 到 区 
间 (0,pA4), 把 区 和 间 (12,p74) 的 点 映像 到 区 (jp/4,p7(4 一 
74 )( 图 2.41) .区间 (pA4,1) 的 点 映像 到 区 间 (p? (4 -py) v4， 
0) ,但 由 于 ji4 是 映像 后 可 能 取 的 最 大 值 (参看 图 2.29) ,因此 区 
间 (jyA4,1) 的 进一步 映像 实际 上 不 存在 . 当 疡 > pj。 = 3.57 时 ,区 
间 (0,1/2) 中 的 点 映像 后 总 是 互相 排斥 分 开 , 而 区 间 (1/2 ,wz 4) 中 
的 点 z 值 越 大 , 映像 后 反而 越 变 小 , 即 映 像 相 当 于 折 登 作用 (图 
2.41) .这 样 连续 鼎 像 便 使 点 不 断 分 离 和 折 汪 ,映像 点 最 后 都 集中 
在 区 间 (pA4,p (4 一 py) 下) 内 .也 就 是 说 映像 最 后 只 是 在 此 区 间 
肉 各 点 间 反 复 和 迭代, 这 样 映 像 点 便 可 能 形成 复杂 的 看 来 不 是 规则 
的 ( 即 无 序 的 ) 混沌 ， 
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上 中 
人 (4-1) a 
图 2.41 


$2.2.2 单位 符号 动力 系统 和 逻辑 斯 详 映 射 


现在 我 们 将 建立 一 种 动力 系统 以 便 我 们 能 把 一 些 动力 系统 的 
性 态 ,特别 是 混 证 性 态 ,看 得 更 清楚 些 , 主 我 们 先 引 进 集合 : 
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了 三 (so srs2°"*)} | s; 二 0 或 者 11， 
即 的 元 素 是 一 列 符号 (sosisz…) ,再 在 二 上 建立 外 离 4: 》) -> 
RR 适合 


dls,t) = > -人 Vs 三 (so051'"*), 


FET 


t= (ht ) ED 


可 以 验证 ,a 是 世上 的 工 离 , 即 乙 成 为 度量 空间 .现在 上 建立 
左 移 映 射 r: 互 一 忆 ,使 得 


olsosis2™) = (C518283°"), (5853 和 > 


从 而 我 们 称 玫 (RE 2,) :EE 如 为 单 边 符 号 动力 系统 ,这 个 
系统 不 是 在 R*" 上 定义 而 是 在 一 度量 空间 上 定义 .为 了 对 此 有 更 
好 的 了 解 ,我 们 需要 下 列 命题 . 

定理 2.12 (i) 设 t,s EE Dt = (totite''),s = 
Cs05182), 若 二 5 二 00;y 则 dd(s,t) 过 172”. 反 之 若 
d{sst) < 172", 则 5 = sk = 0,1,2,,n. 

(ii) 左 移 映射 z: 如 一 忆 是 连续 的 . 

证 明 (车 = 上 上坟 nn, 则 


于 =) |ss~—z 
1 


&=0 = n+ 


但 另 一 方面 ,车 d(s,i) < 产 , 则 存在 k 迄 nn, 使 得 5 关 吉 去 > 


d(st) Pls | = 去 > 二 ,矛盾 . 


() 对 任意 吕 >0 和 s = (nno…)E 了 , 取 8= 二 rT, 其 中 


满足 广 < 6 从 而 车 + = (sotita…) € 史 适 全 ds,t) < 6 < jr， 


.58， 


则 由 (GD), 得 ss = 友和 +1 所 以 有 do(1),o(s)) 所 站 < 

现在 我 们 希望 用 左 移 映射 a; -> 来 刻画 逻辑 斯 席 映 射 
(rz) = 1- jr ,p> 2. 随 着 jy >2 的 增长 , 画 数 乒 的 图 像 变 得 
越 来 越 陡 , 事 实 上 这 也 就 是 系统 对 初 值 的 依赖 越 来 越 敏 感 . 

对 于 f(z)=1- pr ,p>2, 在 针 2.2.1 中 已 给 出 其 另外 一 
种 表现 形式 为 下 (z) = azr{1 -x*),a > 4. 为 了 使 得 我 们 所 讨论 
的 问题 与 Cantor 三 分 集 更 密切 地 联系 在 一 起 ,我 们 将 讨论 逐 辑 斯 
详 上 映 射 F(x) = arf1l - zx),a > 4. 

这 里 我 们 所 感 兴趣 的 是 ,给 出 FF 的 混沌 不 变 集 ,以 及 讨论 FF 
在 此 集 上 的 性 态 . 

由 于 0 是 FF, 的 不 稳定 的 不 动 点 ,F',(z) 之 a > 4, 对 于 rE 
{一 00,0) U (9) 以 及 F(tz. ,zi)) 己 (1,0), 所 以 有 


[天 (zy 一 oo (一 oo) 
YrE(- OODU (zr) Ul+m) (2.124) 
这 里 
zi= (172)(1 + VT- 47a) 
记 
| 
见 图 2.42, 则 FF, 的 不 变 集 必然 在 I U 1 中 .事实 上 ,根据 (2.124) 
我 们 不 难看 到 F, 的 不 变 集 为 
A=1zETULIF()ELUL,YnENI 
= lz F(z) € [0,1], Ya EN (2.125) 


若 记 
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F-"([0,1]}) 二 {x 1 F"(x) € [0,1]|， nt 和 N 


A = F:"([0,1)) (2.126) 


岁 2.42 区 同 所 和 fo 中 的 所 (7) 曲线 


由 此 对 比 一 下 Cantor 三 分 集 的 构造 不 难看 出 ,A 的 构造 也 几 
乎 是 一 样 的 ,只 不 过 这 里 不 是 对 区 间 进 行 三 等 分 . 
下 面 我 们 建立 映射 T:A— bp 日 


T(z) = (s051™5")€ 2 对 于 zeE4 
其 中 
0， 若 F(x)E€EL 
人 F(xr)€E Lh 
其 中 
Fe(z) = 工 《2.127) 


定理 2.13 T:4 开 是 同 胚 . 
证 明 ”首先 ,我 们 证 明 A 中 不 同 点 的 像 是 不 相同 的 .事实 上 ， 
任 乃 er,yE 4,z 所 ?7. 若 TIr) = TIy), 则 对 任意 a 之 0， 
| 。 


所 (zx),F"(y) 同属 于 区 间 hn ,或 者 天. 由 于 下 在 1 和 1 上 都 是 
单调 的 ,所 以 Yz € [xz,y] 都 有 疡 (z) € I,U 了 .这 意味 着 [ 工 ， 
y]C 己 4, 而 由 及 的 构造 不 难看 出 , 它 同 Cantor 三 分 集 一 样 ,是 不 断 
地 把 [0,1] 剩 下 来 的 区 间 分 成 三 部 分 ,去 掉 中 间 开 的 部 分 而 得 到 
的 , 即 A 不 可 能 含有 区 间 , 所 以 x = y. 

其 次 ,我 们 证 明 T(4) = >. 

对 任 一 间 区 间 JC[0,1], 记 Fj "(J)= {zxz€[0,1]1 F(zx) 
€ 了 ,如 图 2.42 所 示 . 下 "(J) 所 含 的 二 个 闭 区 则 分 别 会 在 I。 和 
I 中 .注意 到 这 一 点 ,我 们 任 取 = (so0s1…s5,…) 二 , 且 和 定义 


I 人 三 {xz EE [0,1] | rE 1, :F(x) EE 也 0 所 1 | 


= NFA)INN Fe"(E,) 
由 于 L， 们 Fi'(I ) 是 单个 闭 区 间 , 而 


_ -1 
Es = 1 MN Fi (Ls) 


由 数学 归纳 法 得 ，-.， 依 然 是 单个 闭 区 间 ,注意 到 


了 人 2 L 站 
nn 0 1 nw 


由 闭 区 间 套 定理 , 必 存 在 x € Ns ,这 也 就 是 说 
T(x) = (so0s1°" ss.""*) 

最 后 , 我 们 证 明 了 的 连续 性 . 任 取 x € 4, 设 了 T(z) = 
(5s051…5。…) .任意 6 > 0, 取 充分 大 使 得 1/2" < 。, 由 于 FF 在 
[0,1] 上 连续 ,所 以 存在 8 > 0, 使 得 当 |x 一 yi<< 6,yE A 时 有 
IFi(z)- Fy) I< VI 4/a,k = 0,1,2,.%,n. 

这 意味 着 天 (z),(y)(4 = 0,…,n) 同属 于 了 或 者 1. 从 
而 可 以 写成 

T(z) = (5051 352° 88000) Ty) 【56081755 


61 : 


由 此 得 
d(T(z), T(y) < erYyE Aslr-yl<$ 


所 以 全 是 连续 的 ,当然 ,我 们 还 容易 证 明了 ': > 一 A 是 连续 
的 ,所 以 工 是 同 胚 . 

下 面 我 们 来 研究 F, 与 o 之 间 的 关系 . 任 取 x €4h4, 设 T(x)= 
(sos4'"*s。"*), 由 工 的 定义 有 


TCF (x)) = {8g081 sa ) = of T(z)) 
这 也 就 是 
F,= T'oT, 4 一 用 


so= TET', 2 一 了 


所 以 F, 14 与 rc 拓扑 等 价 的 ,这 意味 着 这 两 个 映射 在 本 质 上 是 一 样 
的 .对 F, 1% 的 研究 完全 可 以 转化 为 对 左 移 上 映射 = 的 研究 ,而 是 
如 此 的 简单 明了 ,以 至 我 们 能 把 它 的 各 种 轨道 都 看 得 非常 清楚 . 例 
如 e 的 不 动 点 :(000…) 和 (111…) 

a 的 周期 2 轨道 为 

{C010101.…), (101010-…)| 

0 的 局 期 3 轨道 为 

{1 (001001…), (010010…)，《〈100100…)， {(110110…), 
(101101…),(0110110…)| 
更 一 般 地 , F” 有 2” 个 不 动 点 ， 

(S05 Ss S05 Ss ) ,5, EE 10 ,1 = 0,.…,n-i 

不 难看 到 a 的 周期 轨道 的 全 体 组 成 的 集合 在 忆 中 稠密 ,因为 
任 取 := (sosi…snsi) E 一 , 有 周期 点 (sos,…sssos1…s,…) 使 
得 

(so 51 sasg St"* Sn''*) 一 人 《5051 “ "i) ,Cn — co ) 


"12 ， 


事实 上 , 关于 o 是 拓扑 可 迁 的 . 若 取 GE 如 下 
所 有 的 so nn A 
s = (01 00011011-" 0-%0..s0 si ss “eleel) 
~ 一 ， 
所 有 的 了 1sos1 所 有 葛 5051-… 5 
从 而 任意 上 = (ss sg) E 马 , 则 必 存 在 & 使 得 s+(s) = 


(50…s,…) 从 而 得 do (5) ,1) 所 去 . 


由 于 nn 可 以 事先 取 任 意 大 , 以 及 由 上 的 任意 性 得 ,以 * 为 初 
值 的 轨道 在 本 中 各 密 , 因 此 对 关于 a 是 拓扑 可 迁 的 . 

下 面 我 们 还 将 君 到 o 在 忆 上 关于 初 值 有 敏感 的 依赖 性 ,事实 
上 , 任 取 stE 了 . 若 s=(5 和 5 天 = 人) 出 必 存 在 半 
使 得 *, 天 六 ,从 而 由 区 (= (ss = 得 


d(a'(s),o (t)) | t, — ss {= 1 


所 以 是 go 的 混沌 不 变 集 

注意 到 F, 1 与 a 拓扑 等 价 . 由 上 面 所 述 ,我 们 实际 上 已 证 明 
了 下 面 的 定理 . 

定理 2.14 设 a >4, 则 4 是 FE 的 混沌 不 变 集 ,FF 的 所 有 周 
期 点 组 成 的 集 在 4 中 稠密 , 且 4 关于 FF, 是 拓扑 可 迁 的 . 

最 后 ,我 们 注意 到 在 定理 2.13 的 证 明 中 若 用 Cantor 三 分 集 代 


蔡 其 中 的 4 , 且 用 函数 F(z) = 于 -31z 一 亏 [ 代 蔡 忆 , 则 同样 


有 Cantor 三 分 集 与 台 辣 胚 ,从 而 有 下 述 定理 . 

定理 3.15 Cantor 三 分 集 与 A 同 胚 . 

按照 广义 的 说 法 , 把 同 Cantor 三 分 集 同 胚 的 集合 都 称 为 
Cantor 集 ,所 以 我 们 可 以 称 4 为 Cantor 集 . 


$2.3 Smale 马蹄 和 双边 符号 动力 系统 


在 2.2,1 和 $2.2.2 中 我 们 介绍 了 收 辑 斯 谤 上 映射 的 混沌 性 
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态 , 其 实 逻 辑 斯 席 映 射 也 就 是 以 抛物 线 作为 图 像 的 一 维 映射 . 它 的 
本 质 是 其 图 像 中 出 现 了 一 个 峰 . 而 挑 物 线 并 不 是 本 质 的 .人 们 往往 
能 在 单 峰 蜡 射 中 找到 与 逻辑 斯 训 映 射 几乎 一 样 的 混沌 性 态 . 现在 
我 们 将 $2.2.2 中 的 思想 运用 到 二 维 映 射 中 ,对 一 类 充分 “ 陡 ” 的 
二 维 映 射 利 用 符号 动力 系统 来 寻找 其 各 种 混沌 性 态 ,并 刻画 其 混 
沌 不 变 集 , 这 个 不 变 集 就 是 我 们 下 面 要 讲 到 的 Smale 马蹄 
(horseshoe) .从 历史 上 看 Smale 马蹄 早 在 人 们 认识 逻辑 斯 谢 喘 射 
之 前 就 出 现 了 ( 见 Smale[1963]). 它 在 混沌 理论 的 发 展 中 起 了 至 
关 重 要 的 作用 . 

下 面 给 出 Smale 马 足 的 构造 . 

令 s 一 [0,1] x [0,1] C R* .定义 映射 F:s 一 只 如 图 2.43 


人 
Eh es 
| 
wm 
ne | 
a 


Ke 1 ee 候 
Feed | 出 一 加 - 放 i。 : :YY 
(a) 二 维 的 Smaje 马蹄 (b) 一 维 模拟 图 
图 2.43 


所 示 ,使 得 FF,s 一 F(s) 是 可 逆 的 ,F 在 两 水 平 带 昌 , 和 妃 : 上 是 线 
性 的 ,它们 的 像 分 别 为 二 铅 垂 带 V, 和 V,,F(s) 就 是 图 2.43(a) 
中 的 宽度 为 4 的 马蹄 ,由 图 中 可 见 了 满足 条 件 


Aa 0 一 下 0 
DE(z) lien = ， DF(x) ,en = 
0 7 0 7 


(2.128) 
其 中 0<24<1<7y, 即 站 在 水 平方 向 把 可, 压缩 六 倍 , 而 在 铅 
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垂 方向 上 出 把 H, 拉 长 7 人 税 , 定 义 Smale 马蹄 


A = 站 本 (5) (F"{s) = ) (2.129) 


则 显然 ,A 是 和 F ”的 不 变 集 ,从 而 严 和 下 “都 是 4 上 动力 系 
统 ,从 而 下 在 A 上 生成 双边 的 动力 系统 . (注意 逻辑 斯 谤 映射 是 不 
可 道 的 ,所 以 不 可 能 生成 双边 的 动力 系统 ) 

由 于 F (sy) 站 s=H 人 NHi, 以 及 站 Fl(s)= VoUV,, 
则 FF (Cs) 门 Fo(s) 门 Pts) 是 四 个 高 为 5 , 宽 为 1 的 矩形 之 并 ， 


类 似 地 站 ,天 (s) 是 16 个 高 为 x”, 宽 为 年 形 之 并 ( 见 图 2.43). 


依次 推 得 门 FP"(s) 是 4 个 高 为 7*, 宽 为 * 的 短 形 之 并 ,从 而 A 
是 一 个 紧 的 ,完全 不 连通 的 R* 中 的 子 集 . 

定理 2.15(Hocking - YoungL1961]) ”任何 紧 的 ,完全 不 连通 
的 距离 空间 都 同 胚 于 Cantor 三 分 集 . 

由 于 4 是 Cantor 集 , 同 $2.2.2 中 一 样 ,我 们 将 把 F;A 一 AA 
转化 成 左 移 映射 。: 避 一 爷 ,其 中 


0 或 者 1| 


通常 我 们 称 坟 : 本 一 本 为 双边 符号 动力 系统 (这 里 XE 2). 由 于 
中 序列 是 双向 无 限 的 ,为 了 明确 起 见 ,我 们 定义 


T(z) = CT (xz) Ti(z)Tofr)Titz) T(r) 和信 ， 
其 中 工 (x) = i 车 P(z)€ 有 HH,(i = 0,1,j € 2Z) 从 而 
TF(z)) = T(x) = ol T(x)) 《5 向 左 移 ) 
TFI(z)) = Ti(z)= oOT(z))》 (co 向 右 移 ) 
另 一 方面 ,在 了 上 定义 距离 


dl(s,1:) = >) ls -tl /2 
二 9 
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其 中 3 人 《人 1 So St" Sr ), zt 一 Cog pt totir te") 
所 卫 , 则 于 成 为 度量 空间 , 同 $2.2.2 中 一 样 T:A4 一 了 是 同 胚 .从 
而 有 F(z)= 了 了 oT(z),F (x)= 人 "og 'T(x), 即 与 a 拓扑 
等 价 , 从 而 同和 2.2.2 一 样 ,双边 动力 系统 六 1。(kEZ) 完 全 可 以 
看 成 是 双边 符号 动力 系统 :2 一 (EEZ). 


容易 看 到 o 的 不 动 点 为 (…000…) 三 (0)” 和 (111-…) 


ay. 而 01)’, (001)”, (110)”, (0001) , 《1110)“, (1100) ”和 
(1010)’ 分 别 是 周期 2,3,3,4,4,4,4 轨道 (这 里 () 表示 对 括号 中 
的 进行 周期 延 拓 而 得 的 符号 列 ). 进一步 地 ,我 们 还 可 以 看 到 ,所 有 
以 下 列 点 为 初 值 的 双向 系统 a ,x € Z 的 轨道 是 同 宿 轨道 : 


(005 es sosi. sa00-) ,C11s. ,sis0s1'"' S11.".) 


而 所 有 以 下 列 点 为 初 值 的 双向 动力 系统 a ,& EE zx 的 轨道 是 异 宿 
轨道 


(005 ees 0 sos ss ll), Clls ,es 1S051'" 5.00°.) 


这 里 n EE N,s, ER 三 一 下) 
我 们 还 可 以 看 到 关于 o 是 拓扑 可 迁 的 ,因为 令 


所 有 的 4 2n+] 2n+] 
、 
s = {001 000100010001110101011111* 各 


所 有 的 *-1s5i 所 有 的 ss-15051 5 


同 82.2.2 中 完全 一 样 地 有 单 向 轨道 a (s) ,之 0 在 革 中 稠密 . 
当然 ,一 的 所 有 半期 点 组 成 的 集合 在 二 中 向 密 . 
最 后 ,我 们 还 将 看 到 民 是 混沌 集 , 即 o 在 上 关于 初 值 有 着 
敏感 的 依赖 性 ， 
事实 上 ,YY 取 ss= 人 ss 以 及 6> 
0, 写 中 以 :为 中 心 以 6 为 半径 的 开 球 为 
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B(s,8)= {#1€ D>, ld(s,t)<é| 

现 取 ”充分 大 使 得 1/2" <8, 并 有 自 1€ 2， 
t= (es ss 1 SoS Ss 1 tS+1'"") 
即 上 与 s 仅 在 第 =” 个 符号 处 不 相同 ,所 以 
d(s,t)=|s, -1/2 = 二 < 
得 t€EB{ts,6). 但 dta(t),g (3))=|15, 一 |=1, 所 以 说 是 a 
的 混沌 不 变 集 . 
综 上 所 述 , 我 们 有 


定理 2.16 符 导 动力 系统 zo; 如 一 站 具有 下 询 性 质 : 
{) 巴 中 含有 可 列 多 个 周期 轨道 ,对 于 每 一 上 之 1, 周 期 & 轨道 


的 个 数 大 约 为 2 


《ai) 刀 中 所 有 周期 点 所 组 成 的 集合 在 沁 中 稠密 ; 

( 道 ) 如 中 会 有 不 可 列 个 非 周期 轨道 ; 

{iv) 二 是 o 的 混沌 不 变 集 ; 

(vy) 之 关于 大 拓扑 可 迁 的 . 

由 于 下 与 sa 拓扑 等 价 , 则 把 定理 2.16 中 的 a 和 一 分 别 换 成 下 
和 A 时 ,结论 依然 成 立 .更 确切 地 说 ,我 们 有 

定理 2.17 Smale 马蹄 映射 下 :4 一 A 具有 下 列 性 质 . 

(i) 4 中 含有 可 列 多 个 周期 轨道 ,对 于 每 一 & 渤 1, 周 期 轨道 
的 个 数 约 为 24 AR5 

{ii) 4 中 所 有 周期 点 组 成 的 集合 在 A 中 稠密 ; 

(iii) 和 中 含有 不 可 列 个 非 周期 轨道 

(iv) A 是 动力 系统 喀 ,之 0 的 混沌 不 变 集 ; 

(v) A 关于 动力 系统 只 ,之 0 是 拓扑 可 迁 的 . 

值得 注意 的 是 Smale 马蹄 映射 FF 是 一 种 人 为 的 .非常 特殊 的 
有 映射 ,重要 的 是 ,下 在 A 的 邻近 是 结构 稳定 的 , 即 下 的 C 小 扰动 后 
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的 下, 必然 有 情 与 下 在 4 邻近 拓扑 等 价 ,而 玉 也 有 一 个 混沌 不 变 集 
.我们 也 称 4 与 和 拓扑 等 价 . 


图 2.44 PN 具有 Smale 马蹄 


一 般 来 说 ,对 于 映射 P:R? 一 R* 如 图 2.44, 若 PP 具 有 双 曲 的 
鞍点 p, 且 上 点 的 稳定 流 形 W'(p) 和 不 稳定 流 形 W* (pp) 在 9 点 横 
截 相交 , 则 容易 找到 一 带 形 区 域 ; 和 N 之 1, 使 得 Pr:s 一 R? 具有 
如 图 2.44 所 示 的 形式 .这 里 虽然 与 前 面 的 Smale 马 中 不 尽 相 同 ,但 
本 质 上 是 一 样 的 .关键 是 使 P*(s) 成 为 与 ;相交 成 如 图 2.44 的 马 
路 ,由 于 以 9 为 初 值 的 两 轨道 P(g) 和 PP “(gq) 恰 好 组 成 PP 的 同 宿 
轨道 , 且 W*(p) 和 W'(p) 在 g 点 不 相 切 ,我 们 称 点 g 为 横 截 同 宿 
点 , 见 图 2.45. 下 面 是 本 节 的 主要 定理 : 


P(g) 


图 2.45 ”同和 宿 轨道 


定 至 2.18(Smale - Birkhoff 同 宿 定理 ) 设 P:R 一 R’ 是 连 
续 可 微 的 同 豚 映 射 ,具有 鞍点 p 以 及 和 相应 的 横 截 同 宿 点 9 , 则 
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存在 n > 0, 使 得 PP 有 一 个 混沌 不 变 集 4 ,使 得 P" :A 一 A 与 左 移 
映射 s: 一 本 拓扑 等 价 . 

由 此 定理 可 见 定理 2.17 相 应 于 P" i, 依然 成 立 ,事实 上 PP" 在 
A 的 某 个 邻 域 上 关于 初 值 是 有 人 敏感 的 依赖 性 ,这 也 就 是 说 P;R? 
一 及 生成 尺 ' 上 的 混沌 的 动力 系统 .值得 注意 的 是 ,定理 2.18 相 
应 于 任意 下 维 空间 R* 上 的 映射 时 , 结论 仍然 是 成 立 的 ( 见 
Smale[ 19801). 


$2.4 Henon 映射 


在 §2.3 中 Smale 马 蹄 映射 Ff:s 一 F(s) 其 有 混沌 不 变 集 ,但 
这 个 集合 不 一 定 是 吸引 的 ,在 这 里 ,我 们 希 刻 给 出 映射 下 :把 * 映 
到 s 的 内 部 ,使 得 原来 的 混沌 不 变 集 变 成 为 混沌 吸引 子 .同样 地 ， 
这 种 映射 与 $2.2.1 中 的 逻辑 斯 席 映 射 是 非常 相像 的 . 

天 文学 家 Henon 从 研究 球状 星团 中 以 及 从 Lorenz 吸 引子 中 得 
到 启发 ,给 出 了 下 列 的 Henon 映射 (Henon[ 1976]): 


P:R ~ Pig 人)- 人 l -ar 


y pz jb = 0.3,4 =1.4 
(2.130) 
这 个 映射 的 非 线性 部 分 来 自 于 逻辑 斯 说 映射 ,而 且 若 把 下 关 
于 上 轴 的 分 量 Fif(z,y)=y+1-ar 限制 在 zx 轴 上 , 则 得 逻辑 斯 
说 映射 f(x) = 工 - az . 另 一 方 曾 ,也 可 以 把 下 看 成 是 下 列 映射 


的 释 加 : 


y 
*。 19。 


所 以 


了 


F = T “ 工 “oT 


3 > 


其 中 T',T",T”“ 的 作用 如 图 2.46. 


十 太 丰 二 


2.46 ”初始 区 域 (a) ,经 映射 了’ 后 变 成 区 域 (b)， 
经 映射 了 “后 变 成 区 域 (c) ,经 映射 T" “后 突 成 区 城 (5) 


注意 到 下 的 Jacobi 行列 式 为 


全 — 2ar 1 
det | DF =—-b=—0.,3 


b 0 


卫 


下 : R? 一 R' 是 一 一 映射 . 倡 是 收缩 面积 的 映射 ,例如 图 2.46 中 ， 
设 其 中 的 椭 贺 为 ;, 则 4 中 的 F(s) 的 面积 是 s 的 0.3 倍 .这 也 就 是 
说 严 是 耗 散 的 动力 系统 . 

在 Henon[1976] 中 ,Henon 分 别 取 两 个 初始 点 


Xo 0 让 由 


$ 


人 .63135448 | 


Yo Vy 0.18940634 


利用 计算 机 分 别 给 出 两 轨道 网 = F 网 的 前 10000 个 点 


Yo 
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(2 委 1000) ,并 把 这 些 点 去 掉 若 干 个 初始 点 ,在 坐标 轴 表 示 出 来 
则 如 图 2.47 和 图 2.48 的 几乎 没有 任何 区 别 的 两 幅 图 .由 此 我 们 可 


ea ts a ] 
| ss | 
0.3 “ty | 
| - 
-0.4 
-13 -is 0.5 Ls 


图 2.47 由 fo = 浊 ,yo = 0 藤 刁 射 出 2.38 刘 疼 2.47 泪 韦 抬 点 
了 所 得 到 的 10000 个 点 的 相 留 xzo = 0.63135448, yo = 0.18940634 


以 猜想 到 系统 所 应 该 有 一 个 吸引 集 A, 它 的 形状 同 图 2.48 中 轨 
| =F" (0 非常 接近 (在 图 中 已 无法 区 分 ). 事 实 上 和 A 是 由 z。 


a| 

y 

一 0,y。 一 0 出 发 的 轨道 (去 掉 初始 若干 个 点 ) 的 闭 包 ,这 也 就 是 说 
A 是 拓扑 可 迁 的 .而 且 我 们 还 可 以 发 现存 在 着 一 个 开 集 UU 汪 A( 如 
2.49) 使 得 任何 以 U 中 点 为 初 值 的 轨道 最 终 必 被 A 所 吸引 ,所 
以 说 A 是 吸引 子 ( 见 Eckmann 一 Ruelle[1985]). 注 意 到 和 A 是 由 品 收 


图 2,49 中 点 为 初 值 的 轨道 敏 上 所 磺 引 


了 1 。 


缩 而 成 ,如 F(U) 的 面积 是 D 的 面积 的 0.3 倍 ,所 以 A 的 “面积 ” 
必 为 零 , 即 L*(A) = 0. 由 图 2.49 还 可 见 A = 几 本 (LU)- 进 一 步 


区 


,Rs 10 


地 , 苦 把 图 2.48 中 玫 在 小 杠 内 的 轴 关 | ”| = 到 
yu [Ju 
放大 数 倍 则 是 图 2.50. 同样 地 ,把 图 2.50 中 位 于 小 框 内 的 轨道 


7 


汪 = 已 | ] "所 10" 放大 数 售 风 是 图 2.51. 由 此 可 见 ,车 与 = 

轴 平 行 的 直线 y - const, 与 A 相交 (不 相 切 ) ,那么 ,所 有 这 些 交 点 

所 组 成 的 集合 必 是 Cantor 集 ,从 而 吸引 子 A 中 所 有 位 于 图 2.48 的 

小 方 框 内 的 点 组 成 的 集 是 一 秘 Cantor 线段 , 即 为 不 可 列 条 互 不 相 

交 的 线段 .而 且 它 的 2 维 Lebesque 测度 为 零 . 

} 191 | 
“ol 


人 


们 TAG 


人. 18 
0, I&7 
0 18 
O. 1% 
.550.60 站 的 人 各 ds 0,6%W 0 0.64 
各 2 50 全 2.48 中 茹 让 小 阁 2.54 阐 2, 纹 咱 络 在 小 醒 内 的 
珍 肉 的 物 通 的 肪 大 图 轨道 的 放大 的 


事实 上 ,集合 A 或 称 之 为 Henon 吸 引子 是 下 的 混沌 集 , 因 此 ， 
入 是 动力 系统 玉 的 奇怪 吸引 子 . 现 我 们 来 构造 一 个 吸引 子 , 称 之 
为 Lauwerier 吸引 子 , 这 是 同 Henon 吸引 子 在 本 质 上 非常 相像 的 集 
合 .但 它 的 构造 方法 却 类 似 于 Smale 马 紫 的 方法 ,通过 这 一 集合 来 
帮助 我 们 更 好 地 了 解 Henon 吸引 子 的 构造 及 其 混沌 性 态 . 

定义 映射 G;R* 一 R* 使 得 
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G(z,y) = (村 z(L- 2y)+ y,4y(1 ~ »)) 


则 G 是 [0,1] x [0,1] 上 的 映射 , 见 图 2.52. 粗 糙 地 看 ,在 G 的 作 
用 下 ,[0,1] x [0,1] 在 水 平方 向 收缩 , 错 垂 方向 伸 长 ,再 把 上 边 5， 
6,7 奔 到 下 边 , 使 得 G[0,1] x [0,1] 在 [0,1] 中 成 一 马蹄 . 因此 
Lauwerier 吸引 应 该 是 


A”' = .6G'([0,1] x [0,1]) 


了 6 $ 


[| 


1 2 3 12,3 5.6,7 


2.52 一 个 收缩 的 Smaie 马路 映射 


不 难 想像 ,A” 的 构造 过 程 几乎 是 拉 “ 兰 州 拉面 ”的 过 程 , 只 不 
过 这 里 每 拉 一 次 ( 即 G 每 作用 一 次 ) 后 ,面积 就 会 缩小 一 次 ,因此 
A” 是 由 一 申 线 轿 组 成 .注意 到 (z,y) = {0,0) 是 G 的 鞍点 ,关于 
{0,0) 的 不 稳定 流 形 和 以 其 上 点 为 初 值 的 轨道 近似 于 图 2.53 和 
图 2.54. ， 

在 图 2.52、 图 2.53 和 图 2.54 中 都 能 看 到 ,车 xz,y€ A ,> 天 
y; 则 经 G" 映射 后 的 点 G*" (xz) 和 G*(y) 将 会 相距 其 远 .这 也 就 是 
说 A" 是 的 混沌 集 . 

最 后 ,值得 一 提 的 是 ,瑞典 的 数学 家 L. Carleson 于 1988 年 证 
明了 一 般 的 Henon 映射 ,(z,y) 一 (y+1 -azr’ ,ar) 在 正 工 :测度 
的 参数 集 1(a ,5)| 上 具有 混 症 吸引 子 . 
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由 2.53 不 覃 定 该 形 的 一 个 轨道 ,r 纳 亲 2.54 初 值 的 凡 个 不 舟 定 帮 状 了 蚁 属 ， 
从 -41 到 1.1.y 轴 从 -1 到 11 工 负 从 -0 1 到 1.1v 轴 从 -0.1 到 11 


$2.5 Melnikov 方法 


在 $2.3 中 ,我 们 着 重 介绍 了 Smale 马蹄 ,这 是 一 个 非常 容易 
把 握 的 混沌 不 变 集 ,所 以 ,什么 样 的 动力 系统 会 产生 Smale 马蹄 现 
象 当 然 是 至 关 重 要 的 .Smale - Birkhoff 同 缩 定理 (定理 2.18) 告诉 
我 们 , 若 一 个 二 维 的 离散 动力 系统 具有 横 截 同 缩 点 , 则 此 系统 将 产 
生 Smale 马蹄 现象 ,但 是 什么 样 的 系统 具有 横 截 同 缩 点 ,这 依然 是 
个 令 人 困惑 的 问题 .所 谓 Melnikov 方法 也 就 是 寻找 横 截 同 缩 点 的 
方法 , 它 来 自 于 Melnikov[1963] ,Arnold[1964] ,或 更 早 的 工作 .这 
种 思想 源 于 Poincare[1890 的 有 关 三 体 问 题 的 研究 ,所 以 实际 上 
可 称 其 为 Poincare Amold ”Melnikov 方法 .现在 ,在 理论 和 应 用 
中 ,关于 Melnikov 方法 的 研究 都 有 了 长 足 的 进步 ,这 主要 归功 于 
Holmes 的 贡献 . 
这 里 我 们 要 介绍 的 是 Melnikov 方法 的 最 基本 部 分 :考虑 R? 
上 的 Hamilton 系统 
x— f(x), x— (ri,r) € R’, 
f= (fi,fP):R >R (2.131) 
- 74 - 


的 时 间 周 期 的 小 扰动 
T= f(x) + eg(x,t), gx,t) = g(xt+r),xER’ 
(2.132) 


这 里 我 们 称 (2.131) 为 Hamilton 系统 是 指 存在 函数 H;R? 一 
及 ( 称 之 为 Hamilton 能 量 函 数 } 使 得 
万 (zt 二 Fe (tz) f(x1s x2) = gE (xia), 
(2.133) 
这 使 得 (2.131) 为 保守 系统 ， 
由 于 (2.132) 的 向 量 场 依赖 i ,所 以 把 (2.132) 君 成 是 下 列 三 


维 的 动力 系统 
| = flx) + epglx,s) 


# 三 工 


(x,s) E R*xS {2.134) 


其 中 S 是 周 长 为 了 的 贺 . 记 F(s) = (f(x)+ eg(x,5),1), 则 所 是 
R* x S 上 的 切 向 量 场 .从 而 (2.134) 的 任 一 轨道 都 在 R? x S 中 ， 
且 与 任 一 平面 R* x iioj = 兄 , 横 截 相交 .所 以 定义 系统 (2.134) 
的 Poincaré 映射 P : 史 ， 一 号 ,使 得 
Pelx,to) = (x.(to + T,x),1o) 
即 
P(E) = nt TR), Kt) € DD, 


其 中 (x.(t6o+s5,x),to+s) 是 (2.134) 的 以 (x ,to ) 为 初 值 的 轨道 . 

设 (2.131) 有 一 鞍点 po 且 过 ps 点 有 一 非 槛 截 的 同 宿 轨 道 x 
= xo(t 一 to)( 见 图 2.55). 福 意 到 当 s = 0 时 ,P9 :> 8 一 Dt 
则 是 (2.131) 的 Poincare 映射 ,或 者 说 Py (z) 就 是 (2.131) 的 以 x 
为 初 值 的 轨道 ,所 以 有 Pp (po) = po 有 日 po 是 Py 的 鞍点 , 即 矩 阵 


+ 75°+ 


1 xo(0) 
sot! ~ to) 
图 2.55 过 m 的 同 缩 轨 道 
Dp? (pi ) 的 两 个 特征 值 分 别 为 1 4 | < 之 1 < 之 14,1, 这 意味 着 映射 
To(x) = x 一 P%(x) 适合 To(po) = 0, 且 DT?(po)=1I1- 
Dp (ps) 可逆. 由 隐 淆 数 定理 , 当 s 充分 小 时 ,存在 Pr E R’ 使 得 
To (pn) = pr?, 即 ph 是 P' 的 不 动 点 ,而 胜 同 样 有 pr 是 Pe 的 迁 
点 ,pi 与 po 间 有 关系 me = ps + ole), 见 图 2.56. 


tpp) 


图 2.56 ”不离 菠 数 及 其 扰动 流 形 


图 2.56 可 以 腹 成 基 映 射 PY :R* -> R* 所 产生 的 动力 系统 的 
图 形 , 也 可 以 看 成 是 Pr : ,一 可, 所 产生 的 动力 的 图 形 ,或 者 更 
确切 地 说 ,这 是 {2.134) 的 轨道 在 二 ,= R” x {to1 这 一 截面 上 的 图 
形 . 
在 此 以 后 为 方便 起 见 ,我 们 将 省 掉 所 有 的 上 标 如 ,注意 到 po 
是 (2. 131) 的 平衡 点 ,这 也 就 意味 着 y。 全 (po,s) 是 (2.134) 取 
e = 和 时 即 
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X 天 (xD) 
| (x,s)ER’xS (2.135) 


s=1 

的 周期 轨道 .进一步 地 ,7y. = (p.,s) = (po。+ ol(s),s) 是 (2.134) 
的 周期 轨道 ,由 于 p. 是 P, 的 鞍点 ,所 以 周期 轨道 同样 有 稳定 和 不 
稳定 流 形 W' (7Y,) 和 W*(7,). 设 x 和 x! 是 (2.134) 的 解 , 且 分 别 
位 于 W'(7,) 和 W"(7Y,) 中 ,注意 到 (2.134) 是 (2.132) 在 形式 上 
加 了 一 维 而 得 到 的 ,为 了 避免 使 用 过 多 的 符号 ,我 们 同样 把 x 和 
x 看 成 是 (2.132) 的 解 , 且 分 别 位 于 W'(p.) 和 W"(p.) 中 ,由 
Taylor 展开 得 


fe = xu(t— to0) + exi(lt,to) + ole),t E [10,.%) 


x (t,to) 一 xolt 一 £0) + exitt,to) + ole’) ,2 各 [#0,%) 


(2.136) 
由 于 xo = f(xo), 以 及 由 Taylor 展开 
x = f(K) + eglxi,t) 
= f(x0) + eDf(xo) x + sg(xo,t) + ole’) (2.137) 
因此 
ko = eDf(xo)xi + 上 (zt)+ofe)) (2.138) 
由 此 得 


xi{t,t0) = DF(xo)xi + glxost) 


= Df(xo(t 一 to ) x 十 g(xolt 一 to),£) (2.139) 
同样 地 
x(t,t0) = Df{lxo(t — tox + glxo(t — to),t) 


(2.140) 
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(xzo(0)) = (~ flxot0)), fi (xo (0))) 


刚 轨道 xo(t - to) 在 点 xo(0) 的 单位 法 向 为 f+ (xo(0))/ 
1 fxo(0)) 1, 所 以 如 图 2.56 所 示 , po 在 基点 上 = to 处 稳定 流 形 
W'( po) 和 不 稳定 流 形 W’{po) 的 距离 为 


d(t0) = (x (p00) — Kt to) fo (xo (OA 1 Fro(0)) 1 


一 elxilto,to) 一 2 M fF (xo (0)) 


TFCxo C0)) | + Ote) 
= TO) A Ci) , 000) 
=。 ey + O(e’) (2.141) . 
(这 Ae = 全 -aa | 十 是 


二 (eyeaa) 和 b= {b1,b,) 的 外 积 ) ,定义 函数 

Alt ,to) = A (t,t0) — A'(t,to) 

二 flxolt 一 t A xi(t,to) 一 flxolt 一 10)) 
A xilt,to) (2.142) 

A(t0,to) = 0 且 当 :从 1 之 to 变 到 1 > tt 时 ,A(1 ,1) 变更 符 导 ， 
即 i 是 A(z ,1) 的 简单 零点 , 则 当 工 充分 小 时 ,d (to) 在 i 处 改变 
符号 ,这 意味 着 W'(P,) 与 W"(P.) 在 xo(0) 处 模 截 相交 ,从 而 就 
达到 了 我 们 的 巨 的 .下 面 我 们 将 简化 函数 A(:,t,) 

由 x = f(x) 是 Hamilton 系统 , 则 矩阵 DF(xo(s)) 的 迹 


9fi(xols)) + af.(xols)) 


trace( Df (xots)) = EE EE 
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_ FH) (xn(s)) 
”9x9r, dr1972 


{2.143) 
所 雇 
A(t 4) = Df(xolt - forolt,io) A nlt,to) 


+ f(xolt — ta)) A Kitt,to) 
= Df(xo(t — tO f(xolt - £0)) A xilt,to) 
+ flxolt — to)) A g(xolt — to),t) 
+ f(xo(t ~ 1) A Dflxolt ~ to lt — to) 
= trace( Df(xo(t — to frolt — 10)) A wlt, to) 
+ f(xolt — to)) A gtxolt — to),t) 


= f(xo(t — 1t0)) A glxolt — to),t) (2.144) 
两 边 积分 得 
A'(t,t0) — Alto,to) = | fxolr— #0)) A gerxolr— to), rdr 
由 于 

f(xoli)) — fpo) =0 (1:—+ %), 
即 


At ti) = flxoltt — to Am(lt- to 0 (一 + oo) 
因此 
-Alto,a) = | ft 10)) A g(xolt ~ to),t)dt 


同样 地 
79 ， 


和 (tt0) 二 | flxoli £0)) A glxXo(lt YY tn) ,tdrt 


(2.145) 
定义 Melnikov 画 数 


M(t0) = ALt 5) = | ft ~ 410)) A g(xolt — 10),)dt 


则 
d{t0) = eM(10)/ 1 fxo(0)) 1+ Ole!) 


从 而 我 们 有 下 列 定理 ， 

定理 2.19 (Melnikov 定理 ) 设 了 和 g 都 是 连续 可 微 的 映 
射 , 若 j t。E S 是 Melnikov 函数 M 的 简单 零点 , 则 存在 e 充分 小 ， 
使 得 W'(p,) 和 Wr" (p,) 模 裁 相交 . 若 Y io。€ :都 有 Mt(z0) 关 0， 
则 Wi(p}) NN W'(p) = GZ. 

作为 应 用 ,下 面 将 利用 上 述 定理 来 测定 单 授 经 扰动 后 将 会 出 
现 的 混沌 件 态 ,考虑 平面 上 的 单 摆 ( 如 图 2.57) :一 根 长 为 ! 且 没有 
质量 的 棒 , 一头 自由 地 连接 着 支点 , 而 另 一 头 则 连接 着 质量 为 m 
的 小 球 ,小 球 在 持 动 过 程 中 受到 三 个 力 的 作用 :地 心 引 力 - mg , 空 
气 阻 力 - cw 和 外 来 的 随时 间 变 化 的 支点 处 的 扭转 力 TC) ,由 
Newton 第 二 定律 ,小 球 的 运动 状态 适合 方程 


a 


图 2.57 平 疝 上 的 单 搜 运 动 


6 d, dg 
HT(t) a 和 - mgsing = m E(w FE) (2.146) 


必 


:= 0 = 二 re = 三 弛 0 = 3 
简化 (2.146) 得 


+sing = H(t)- 1 (2.147) 


当 8 = y 时 ,这 就 是 经 典 的 单 探 , 现 取 st1) = coswt, 且 58 和 
7 是 同 阶 小 量 ,yY = sy, 和 4 = e6, 再 取 vw = 各, 则 得 


9 也 0 
= +e (2.148) 
vO 一 Sin 上 了 coszot 一 yo 


由 于 8 = oo = 一 sin9 是 一 Hamilton 系统 ,其 Hamilton 能 量 旺 数 
为 


H(O,v) = vi/2+1- cost (2.149) 


而 同 (2.132) 一 样 ,(2.148) 是 一 Hamilton 系统 ,关于 时 间 周 期 的 
扰动 ,注意 到 (2.148) 中 的 向 量 场 与 上 有关, 我 们 还 得 为 (2.148) 
添上 一 维 ,成 为 


=v 
vy =— sing + el(8coswt — Yu) 《2.150) 
t=1 


(0,v,t) [2 S, xX R Xx S，, 


这 里 第 一 个 S 是 图 2.57 中 圆周 ,第 二 个 S: 是 代表 周 长 为 工 = 
2x/w 的 圆周 ,由 于 也, (9,5,)ESXxRRXS:| -| (2.150) 的 
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所 有 轨道 模 截 相交 ,所 以 我 们 在 ,上 定义 Poincaré 映射 Ps :2 
一 史 , 使 得 
Pr (8, ,vo) 二 (8.(T + toB vo) ,vtT + fo ,00 ,v0) 


这 里 (0 (tvo) v(to+i,0,vo),t+to) 是 (2.150) 中 的 
以 (bo ,vo ,to) 为 初 值 的 解 ,进一步 地 ,我 们 还 注意 到 未 扰动 的 单 
插 方 程 


六 = m 
| (2.151) 


v=— sing 


有 两 个 平衡 点 (0,0) 和 (x,0), 前 者 是 中 心 , 后 者 是 鞍点 ( 见 图 
2.58). 在 点 p。 = (x,0) 处 ,(2.151) 的 向 量 场 的 Jacobi 矩阵 为 


| | 
一 cos 有 0 


B= 


0 1 1 0 
FE 9 em 
—1 


(ec) 


2.58 
(4) 相 平 面 ;(b) 相 空 冯 中 的 流 ;(c) 未 扰动 的 楼 动 的 相 图 ,x =-xr 和 r= 


下 面 求 出 (2.151) 关于 点 mm = (mr,0) 的 辣 宿 轨道 . 设 (vw(t)， 
9(1)) 适合 (2.151) 且 同 宿 于 (r,0) , 则 易 见 (由 2.149) 
H(8,v) = wv/2+ (1 -cos8) = 2 (2,153) 
a 32 a 


由 此 得 
=—sing =— Vl- oosd 
= i- (1 V4 (2.154) 


两 边 积 分 得 

v(t — to) = 4Ae +e 1m) = 2sech(t — to) (2.155) 
由 于 在 (2.148) 中 

fl0,v) = {vv, -sing), gl0,v,t) 


= (0,86coswt — yv) (2.156) 
因此 ,在 同 宿 轨 道 处 
J — ging _ 
fAg = det _ |= (Scoswt ~ yv)v 
0 Bcoswt 一 Yu 


(2.157) 
所 以 


M({#0) = { (Beosut -yolt — to) ve — 0)dt 
= 4 (er Te ) ooswft +TT)dr -4 了 | (er +e 六 dr 
= 45x(eY + e 2)-toosawt -87( 利 用 留 数 方法 ) 
从 而 MI(5) 有 简单 零点 , 若 


Br > 27(er2 + em 


根据 Melnikov 定理 , 当 e 充分 小 时 ,P = Po 有 点 (x,0) 的 横 截 同 
宿 点 ,由 定理 2.18 和 定理 2.16 得 王 有 一 个 混沌 不 变 集 ,这 也 是 一 
个 与 Smale 马蹄 拓扑 等 价 的 集合 ,关于 Smale 马 足 现 象 的 产生 情况 
可 见 图 2.59. 图 中 鞍点 为 (r,0) 和 (一 x,0). 
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图 2.59 扰动 摆动 的 Poincaré 映射 


当然 这 完全 是 同一 点 ,所 以 这 事实 上 是 一 个 左右 两 鞍点 重合 
的 立体 图 , 横 条 Hs 和 , 分 别 沿 着 同 宿 轨道 的 方向 在 Poincare 映 
射 的 N 次 作用 下 成 为 与 自身 横 裁 相交 的 竖 条 P*(Hr) 和 
PN( HH ) ,而 类 似 于 Smale 马路 的 混沌 不 变 集 为 


As- fi (PY (HU Hs) (2.158) 


这 里 需要 知道 Poincaré 映射 是 可 道 的 , 现 证 明 如 下 : 记 F(x， 
和 x x(t,06,v0) = (9(1,06,v0),v(t,06,v6)) 分 别 是 
(2.148) 的 切 向 量 场 和 汶 {b ,vo) 为 初 值 的 解 , 则 


x= F(x,:) 
且 
0 1 
DEF(z ,ti) — (2.159) 
cost 一 Ey 
两 边 对 (如 ,z) 求 导 ,得 
号 (Dr) ~ DF(x,t)Dx (2.160) 
积分 得 
po RE (2.161) 
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从 而 
det( Dr(t,bg,oo)) = eh em (2.162) 

因此 
det(DP(b oo)) = er <1 (2.163) 


由 此 得 P 是 可 道 的 , 且 是 关于 面积 收缩 的 映射 . 
最 后 ,值得 注意 的 是 P 还 有 一 个 包含 混沌 不 变 集 A 的 吸收 
集 . 令 


1 二 分 
7 


设 (8， vo) 是 (2.148) 的 以 {8, ,vo) 七 B 为 初 值 的 解 , 则 


B= 1(bz)E SxXRIlvISC | ， 


vu = 一 及 Sing + Yucost =- Yu: E+) v1 yw 
(1+7)Y yw’ 
之 37y (2.164) 
由 此 得 
2 
fw + yo 去 Qt (2.165) 
积分 得 


PD) Sort er Dt) < (+e),) 
(2.166) 
即 
| ptt) IE (1 + 6)/Y (2.167) 
这 意味 着 P(B) CC B, 且 对 任意 L > (1+ #5)/y 都 有 Pp 是 1(0,v) 
ii v1< 工 | 到 1(9,v)! 1w 1 帮工 | 的 映射 ,从 而 
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4v= 们 P(B) (2.168) 


是 P 的 整体 吸收 集 , 当 然 和 A 刁 An. 由 于 det{ DP)=e"”<1, 所 以 
入 是 一 个 零 测 集 , 即 工 (4) = 0, 不 过 一 般 来 说 ,A 不 是 拓扑 可 迁 
的 (这 一 点 的 证 明 是 困难 的 ), 即 上 不 是 吸引 子 , 所 以 我 们 称 4 为 
混沌 吸收 集 . 


和 92.6 Lorenz 系统 


1963 年 美国 气象 学 家 Lorenz 通过 对 对 流 实验 的 研究 ,得 到 了 
第 一 个 表现 奇异 吸引 子 的 动力 学 系统 : 


==-ortoy 
y= 0r-y- zx (2.169) 
=AM+ry 


这 是 对 作为 无 穷 维 动力 系统 的 Layleigh - Benard 热 对 流 问 题 
进行 三 维 的 截断 或 为 三 维 Galerkin 逼近 而 得 到 的 . 由 于 Lorenz 的 
该 文 (1963) 发 表 在 气象 科学 的 杂志 上 ,以 至 Lorenz 系统 至 少 到 了 
1973 年 以 后 才 引 起 人 们 的 注意 ,但 是 训 无 疑问 ,(2.169) 是 最 著名 
的 有 限 维 动力 系统 的 例子 ,这 是 因为 (2.169) 具有 一 个 非常 生动 
形象 的 奇怪 吸引 子 一 一 Lorenz 吸引 子 .Lorenz 最 早 给 出 了 这 一 奇 
怪 吸 引子 的 图 像 , 比 出 现 这 一 概念 的 Ruelle- Takens[1971] 还 早 得 
多 ,现在 人 们 已 认 误 和 把 握 了 无 数 个 各 种 类 型 的 奇怪 吸引 子 ,但 其 
中 一 大 类 都 是 围绕 着 Lorenz 吸引 子 而 出 现 的 .更 重要 的 是 ,由 于 
(2.169) 是 来 自 于 不 可 压缩 流体 的 热 对 流 问 题 ,因此 Lorenz 吸引 
子 所 描述 的 恰好 是 秋 性 流体 的 猎 流 (虽然 并 不 严格 ) ,从 而 对 于 人 
们 认 误 渐 荡 的 发 生机 制 改 变 传统 的 Landau - Hopf 思想 具有 重要 
的 意义 ,如 今 ,在 数学 物理 的 理论 和 实验 中 ,什么 样 的 物理 现象 会 
产生 Lorenz 混 池 流 吸引 子 已 成 为 了 一 个 热门 的 话题 . 
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5 2.6.1 Lorenz 系统 的 局 部 分 盆 


在 考查 平衡 点 的 局 部 分 岔 之 前 , 现 先 给 出 (2.169) 的 吸收 集 . 

注意 到 在 Layleigh - Benard 问题 中 ,流体 从 层 流 变化 到 渍 流 ， 
从 稳定 到 不 稳定 的 关键 因素 是 Rayleigh 数 R 的 增长 变化 . 而 
(2.169) 中 p = (R/R.), 其 中 R。 是 临界 Layleigh 数 , 所 以 在 
(2.169) 的 参量 z,p 和 8 中 ,类 似 地 ,我 们 也 是 固定 o = 10,8 = 
8/3 ,而 仅 祝 p 为 变化 的 参量 . 

首先 ,注意 到 这 个 系统 具有 整体 的 吸引 集 . 作 变 量 兰 换 z 一 
XY y+ p+z; 则 (2.169) 化 为 


t=- grt+oy 
y=- or-y- rz (2.170) 
z=-fpe+xy- plp+so) 
由 此 得 
+ 
=—-aritary-ary-y -zwy- pe +ry -Ppto)e 
=— gar —y -fe — flatp)r 


-or yy -pr th 1)2:+ (p+oy 


4tB—1 
= 


go 2 2 2 Bp’( + oy 
<- rty + ) + 1 {2.171) 


从 而 


1 2 2 2 25 2 2 2 2{ 十 oy 

ge{ t+y + 2e) + 二 入 十 和) 扫 Za —1) 
{2.172) 
87， 


积分 得 


(0 + y+ (0) (x0) + y (0) + z (0))e 


有 (e+a t+a 号 
十 5 (1 — ers) (2.173) 


令 
L,= Ppto) vot+1) /a(B — 1) 
且 

U, =j (zyz)ERIzyz) l= 7 ty +2 LI| 
(2.174) 

则 , 当 (x(0),y(0),zt0)) EU 时 ， 

KE 十 人) 二 (人 

Le +Li(l -er 者) = 1 (2.175) 


县 ,对 于 ¥Y(z(0),y(0),z(0)) € R’, 
lm[zx* (2) + y(t) + (te Ls (2.176) 
因此 , 令 g'(x(0),y(0),z(0)) = (z(1),y(1) ,z(t)), 得 (2.169) 
的 整体 吸引 集 
A, = M9'(U,) (2.177) 
我 们 称 A, 为 Lorenz 吸 引 集 ,进一步 地 ,A, 的 Lebesque 测 度 为 
零 ,L3(A4,) = 0, 因 为 在 (2.170) 两 边 对 初 值 求 微分 得 
-a fF 0 
£ (Dp’) = lp-z -1 -xlDe = DF (9') De’ 
了 + 一 月 
(2.178) 
.- £8 a 


从 而 
det( De') = det(elo o'r iar) 
= eo) elo (2.179) 
这 也 就 是 说 U, 与 g'(U,) 的 体积 之 比 为 


L’ (UU.,) Vol( U,) 


二 《十 1 二 月] 了 
ETUJ ”Yo ~® (2.180) 


所 以 
L(A,)=0 (2.181) 
下 面 ,为 了 弄 清 A, 的 几何 图 形 , 先 了 解 (2.169) 在 平衡 点 邻 
近 的 局 部 分 名 , 令 8 = (xz,y,z), 记 


一 grtoy 一 G J 0 
flu) = Jor—-y—- ze|,Df(u) = lp—-z 一 1 -zx 
-B+ry y 工 -8 

(2.182) 


设 w 是 (2.169) 的 平衡 点 , 则 f(w) = 0, 即 
x=y, zp-1-z2)=0, z= ph (2.183) 


认 而 有 : 当 p 志 1 时 ,(2.169) 有 惟一 的 平衡 点 ,p = (0,0,0); 当 p 
> 1 时 ,(2.169) 有 三 个 平衡 点 


p= (0,0,0) 和 ag! 
= (+vBtp-1),+vBp -1),p-1) {2.184) 
为 了 了 解 (2.169) 在 这 些 点 邻近 的 性 态 ,我 们 考查 特征 行列 式 
det( Df (wu) — af) 


—o—A fF 9 
= | pe-z -1—1 — 工 
之 — -A 
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=— (B+A)[(o + A +A)—- olp—2)] -xr[zr(o+A)}+ar] 
=— (BtA + (1 + oA+ (1- po), 当 tw = 时 
(2.185) 
所 以 pp 点 的 三 个 特征 值 和 = 4p) 分别 为 


_ -+o)-v(tl+o) -4( -pe 
2 


al 三 一 月 ， i 


2 _ (lta)+v(l+to) -4(1- p)o 
3 一 


由 于 当 o< 1 时 1,),a<0,p 是 稳定 的 汇 , 所 以 当 p< 工 时 4， 
= ji- 当 o>1 时 .1 <0 但 1; >0, 从 而 二 成 为 鞍点 , 故 这 
意味 着 (2.169) 在 p = 1 出 现 分 贫 . 注 意 到 (2.169) 在 p = 1 点 还 
分 岔 出 另外 两 个 平衡 点 9- ,我 们 有 
— det(Df(qg*)— Al) = (B+AA + (ot lA+r A+20r) 
=A + (B+o+1)A + Blo + p}A+208(p -1) 
(2.186) 
设 gq: 的 三 个 特征 值 为 A = 4;(q'), 则 
hg) -Ag ) Atq') =—-208(p-1) <0 (2.187) 


这 里 xu 是 按 如 下 的 次 序 安排 的 , 当 p 从 p < 委 上 变化 到 po > 1 时 
A(p) 分 别 连续 地 变化 到 X44.(p),44(q'),k = 1,2,3. 由 于 当 p 志 
1 时 忆 有 %,(p) < 0,4,(p) < 0, 由 连续 性 必 有 Rel (gs ) < 0， 
ReXztg*) 之 0( 这 里 A1(g*:),42(g*) 可 能 成 为 复数 ), 由 (2.188) 
式 得 4: < 之 0, 因此,g” 都 是 稳定 的 汇 ,它们 可 能 是 结 点 或 是 焦点 . 

因此 , 当 p 穿 过 1 时 ,(2.169) 在 p = 1 点 出 现 分 岔 ,其 稳定 的 
结 点 分 贫 出 一 双 项 鞍点 和 二 个 稳定 的 汇 , 这 也 就 是 $2.1.8 的 
Pitchfork 分 分 .由 此 可 见 , 在 p 从 小 于 1 变 到 大 于 1 时 ,吸引 集 4， 

.9g0 . 


从 单 点 集 {p1 变 成 为 连接 p 和 4* 的 两 异 缩 轨 道 之 并 ( 见 图 2.65). 

接 下 来 我 们 继续 观察 当 p > 1 时 ,无 论 怎 样 变化 都 有 41(p)， 
42(p) 达 0,43(p) > 0, 因 此 p 点 结构 始终 基 稳 定 的 ,对 于 任何 
Pp 六 1, 由 (2.188)(g'),k = 二 1,2,3, 绝 不 会 经 过 复 平面 中 的 原 
点 ,但 是 , 随 着 p 的 增长 ,可 能 有 4.(9g*) 和 :4 ) 到 达 虚 轴 . 

若 det(Df(q*) - 41) = 0 有 一 对 纯 虚 根 4 ,4,, 则 必 有 

Ai1+ A =0, A =-{to+B+1) {2.188) 
从 而 ,由 
det(Df(g:) — aT) 

=23+(Bte+t1)A +pBlo+p)(AthAto+1) 
+2a8(o -1)- Blat+p)(p+ot+1) 
(A+B+oa+t1l)aA + Aa t+ 0)) 


+plplta—B-1)-—-o(B+o+3))=0 (2.189) 
得 
pfptr-p-1D) -op+o+3)]=0 (2.190) 
所 以 当 
pF P= tg 
= SD 474 (2.191) 
时 ,g* 的 特征 值 为 


A = i vBle + p,), 


4 =— i VB + pr), (2.192) 


= 一 (e+ 有 +1) 
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所 以 , 当 p 满足 p< pp= ps 和 p> ps 时 ,A.(g:),k = 1,2 分 
别 为 
Rei{g’) <0,Rel(gqg:)=0 和 Reii(g*)>0 
由 于 在 p 的 变化 过 程 中 ,1; < 0 始终 没有 变 , 所 以 由 中 心 流 形 定理 
可 见 ,(2.169) 的 分 盆 现 象 只 出 现在 149+) 和 1%,(g*) 的 特征 向 
量 所 张 成 的 中 心 流 形 中 .在 此 中 心 流 形 中 ,gq* 由 稳定 的 焦点 , 变 成 
为 不 稳定 的 源 , 因 此 (2.169) 在 o= ps 点 邻近 出 现 的 Hopf 分 贫 ， 
即 在 gq* 邻近 分 岔 出 周期 轨道 .计算 表明 ,这 些 周 期 轨道 是 随 着 p 
从 p 世 ps 时 逐渐 消失 的 , 即 Hopf 分 命 的 删 肉 口 是 朝向 p < ps 一 
方 ,所 以 (2.169) 在 平衡 点 g* 处 当 p = ps 时 产生 次 临界 的 Hopf 分 
盆 , 当 p > ps 时 吸收 集 A, 已 是 非常 复杂 ,这 就 是 下 一 节 所 关心 的 
内 容 . 
$2.6.2 Lorenz 奇怪 吸引 子 


广义 地 说 ,集合 4 己 R’ 称 为 Lorenz 奇怪 吸引 于 ,车 A 是 
Lorenz 动力 系统 (2.169) 的 混沌 吸引 子 .p 为 多 少时 ,系统 (2.169) 
才 具 有 上 述 的 吸引 子 将 在 下 一 节 给 出 ,这 里 所 关心 的 是 狭义 的 
Lorenz 奇怪 吸引 子 , 即 Lorenz[1963] 所 研究 的 po = 28 时 的 AA,( 见 
2.177). 

由 $2.6.1 节 知 ,鞍点 p 的 不 稳定 流 形 是 一 曲线 ,当然 从 p 的 
邻近 出 发 的 轨道 总 是 与 W*(p) 越 来 越 靠近 ,因此 ,我 们 非常 容易 
地 利用 计算 机 找到 W*(p), 图 2.60 所 示 的 是 p = 28 时, W*(p) 
自 右边 出 发 的 前 40 阐 左 右 的 图 形 . 实际 上 , 当 p = 28 时, W*(p) 
是 没有 端点 的 , 它 在 A, 中 不 断 地 绕 图 子 ,有 目 任 一 以 W”"{p) 中 点 为 
初 值 的 轨道 都 在 A, 中 移 密 .下 面 我 们 借助 于 其 他 映射 来 考查 4， 

为 以 后 方便 起 见 , 先 对 p > 1 ,建立 (2.169) 的 Poincare 映射 ， 
在 平面 x = p -1 中 , 取 一 闭 集 只 = 了 


{qq CC 人 zysz)lz 
" 92.， 


=p-1,lzxyi<pBlp—- DIU!:g ,gq | {2.193) 


2 的 中 线 咯 位 于 p 的 稳定 流 形 W (p) 上 ,而 且 任 何以 交口 

中 点 为 初 值 的 轨道 必然 返回 到 中 ,由 (2.169), 当 轨道 处 于 宛 内 
部 时 有 

-B+t+ry= -Bz-1)+zxy<0, 《2.194) 


因此 罗 道 与 沁 模 截 相 交 , 而 且 都 是 自 上 而 下 地 穿 过 ,从 而 存 
在 着 Poincaré 映射 王 = 了 :并 一 二 , 当 p=28 时 之 的 图 形 见 图 
2.60 一 2.61, 当 p 天 28 时 之 的 图 形 也 类 似 地 确定 ,不 过 需 注 意 的 
是 ,本 节 和 下 一 节 的 图 形 都 是 为 理解 方便 而 作 的 ,没有 精确 性 可 

下 面 我 们 仅 考 查 p = 28 的 情形 ,如 图 2.62 所 示 , 记 也 为 vw 
轴 ,而 记 与 D 垂直 且 平 分 如 的 为 u 轴 , 台 ,和 允 . 分 别 是 台中 > 
0 和 wu <0 的 部 分 , 则 P 在 区 上 不 连续 , 当 点 从 开 . 中 趋 于 DD 时 其 
在 P 作用 下 的 像 则 趋 于 一 固定 点 b* , 当 点 从 DD 的 右边 趋 于 DD 时， 
其 在 P 作用 下 的 像 则 趋 于 另 一 固定 点 & ', 即 PC(D_)=b’',P 
(DD,)=5 ,当然 ,P 在 D 上 是 没有 定义 的 ,与 D 相交 轨道 必然 被 
P 所 吸引 , 即 最 终 到 达 P ,在 此 以 后 ,我 们 可 以 把 PP 看 成 (wu ,wv) 的 
函数 ， 

数值 计算 表明 ,PP 的 作用 可 以 看 成 是 图 2.62 的 形式 , 它 水 平 
方向 伸展 ,在 锁 垂 方向 收缩 ,而且 还 有 函数 f = f, 和 g = g, ,使 得 
Plu,v) = (f(au),g(u,v)),f = 护 是 一 不 连续 的 函数 , 称 其 为 
Lorenz 映射 ,图像 为 图 2.62. 

由 图 2.63 可 见 ,P 与 Smale 马蹄 映射 是 很 相似 的 , 类 似 于 
Smale 马蹄, 我 们 定义 闭 集 A = A,: 


A = NP'(5)) 


值得 注意 的 是 A 不 是 真正 的 不 变 集 ,因为 动力 系统 PP 在 集合 


D= fx€A13Ii 守 0, 使 得 P(x)€ Di (2.195) 
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中 2.60 Lorenz 方 程 的 无 数 个 解 ,其 中 o -10,8 地 ,p 28 


上 是 没有 定义 的 ,但 不 难 想象 ,A。= Ug'(A,),p = 28 或 者 说 A 
是 由 过 A, 的 同 纬 线 (suspension line) 所 组 成 的 . 
类 比 于 图 2.43, 我 们 把 图 2.62 中 的 和 区 ,看 作 是 Vs 和 
Vi ,而 把 P( 如 - ) 和 P( 卫 , ) 看 作 是 FH, 和 HH,, 则 可 以 把 以 : 开 -> 
习 看 作 是 双边 符号 动力 系统 , 且 对 于 x€ 器 有 对 应 
ee 


划 2.6] 28 有 fF Lnrenz 系统 的 圾 答 而 


图 2.62 p= 28 时 Poincare 映 射 P PP 


rx?>(a x)a (x)aolx)a(x)a, C(x)") 
(2.196) 
其 中 (x)=1, 若 P(x)€21,a(xr)=0, 若 P(x)=0,kEz. 
由 于 A 不 是 P 的 不 变 集 ,相对 于 smale 马蹄 的 而 育 , 以 上 的 对 应 
要 复杂 一 些 ,因为 当 xE€ D 时 意味 着 有 上 使 得 P(x)E DD, 从 而 这 
种 点 将 没有 双边 符号 列 与 之 对 应 .不 过 厂 是 一 个 朴 衣 的 Cantor 点 
集 , 相 对 于 A 来 说 是 可 以 忽略 的 ,在 A 的 定义 中 还 可 见 ,A 在 5b” 
邻近 分 别 由 一 束 以 5" 为 交点 的 线段 组 成 ,这 两 束 线段 与 垂 线 u 一 
05: 


图 2.63 p=28 时 f= 了, 


const 都 相交 成 Cantor 集 , 因 此 这 两 束 线段 可 以 称 之 为 Cantor 线 ， 
从 而 A= A, 在 Wi (P) 邻 近 就 是 Cantor 面 或 称 其 为 Cantor 书 ， 
其 中 书页 之 间 是 稀 栈 相间 的 . 
关于 P: 一 如 混 沌 人 性质, 我 们 注意 到 下 列 傅 况 . 设 
W= | sso) s,s EE!0,1|| (2.197) 


设 了 是 由 (2.196) 所 定义 的 映射 , 即 了 ; A 一 W, 但 实际 上 工 在 D 
上 没有 定 尽 ,不 过 可 以 把 

T:A\ DW (2.198) 
看 成 是 同 是 映 射 ,从 而 户 ,A\ DD 一 A\ DD 是 混沌 的 动力 系统 . 因 
为 天: 厂 一 厂 是 混沌 的 ,其 中 ec 是 左 移 映 射 , 再 者 ,由 于 DD 是 
Cantor 点 集 和 A 是 Cantor 线 集 , 所 凡 DD 相对 于 A 来 说 是 低 维 的 
集合 ,从 而 

A = V9 (A) (9' 是 Lorenz 动力 系统 ) 
必然 是 g 的 混沌 集 , 而 A 义 是 吸引 和 集 , 所 以 g' 是 混沌 的 动力 系 
统 . 
进一步 地 ,从 图 2.64 还 不 难 想象 
WwW’'(p)}= 有 4 (2.199) 
站 信和 和 


二 


下 


$s 
(a} Lorenz 小 的 几何 结构 


人 bj Lorre 吸引 子 的 局 部 几何 结构 

图 2.64 
即 不 稳定 流 形 W*(p) 的 闭 包 是 吸引 集 A 本 身 ,同样 不 难 想象 Vx 
E W'(p), 有 轨道 g'(x) 在 A 中 稠密 , 即 A 是 拓扑 可 迁 的 ,从 而 


A 是 吸引 子 生出 现 混沌 , 即 为 奇怪 吸引 子 . 
下 一 节 将 考查 当 p 增长 时 ,吸引 集 A。 和 系统 g' 的 变化 状况 . 


§2.6.3 Lorenz 系统 的 整体 分 贫 
在 $2.6.1 中, 我们 仅 考 查 了 Lorenz 系统 
= artay 
D= pr-y- zz oe = 10,8 = 8/3 (2.200) 


z=-AB+ry 


。 7: 


在 平衡 点 邻近 的 拓扑 结构 的 变化 ,从 而 找到 了 两 个 分 盆 值 p 
= 1 和 p= ms24.74. 若 从 (2.200) 的 整体 结构 看 ,我 们 还 可 找 
到 其 他 分 贫 值 ， 

由 于 在 p = 1 处 的 Pitehfork 分 贫 以 及 吸引 集 A&A, 的 变化 情况 
已 非常 清楚 ,我 们 考虑 (2.169) 和 A, 当 p > 1 的 情形 . 

由 2.6.2 可 殉 , 我 们 已 在 宛 = 2 。 上 定义 Poincare 英 射 王 = 
卫 , ,而 且 同 $2.6.2 一 样 ,P, 在 水 平 轴 2 轴 上 的 投影 就 是 一 
维 的 Lorenz 映射 f,(u)( 近 似 地 看 ). 在 本 节 中 ,我 们 将 利用 P, 和 
5 的 基本 结构 的 变化 来 认识 A, 的 变化 情况 ,从 图 2.65 不 难看 出 ， 
p 在 区 间 (1,10] 中 ,A, 的 拓扑 结构 不 会 有 任何 变化 , 4, 依然 是 由 
连结 p 和 gq! 的 两 条 异 缩 轨道 W*(p) 所 组 成 的 ， 


(a) {b} 


并 2.65 p = 10,z = 10,8 = 号 时 的 Lorenz 系 统 ,(a) 流 ,(b) 映射 所 


从 图 2.66 中 还 可 见 当 p = 10 时 ,P, 的 不 变 集 
A, = MPV) = {giU lg (2.201) 


随 着 p 的 增长 图 2.66 中 的 已 ( 荆 。) 不 断 地 接近 中 线 ,而 且 必 
然 存在 一 时 刻 p, 当 p= o, 时 P(Y, ) 的 顶点 恰好 磁 到 万 ,也 就 是 
说 ,图 2,65 中 的 异 缩 轨 道 分 别 成 为 两 个 同 缩 轨 道 ,由 数值 计算 可 
得 ,os13.926 ,在 图 2.67 和 图 2.68 中 :我 们 给 出 W' (p),f,P。 


的 图 . 
08 . 


图 2.66 当 pxz10 时 的 P= P。 


W(tp) 


图 2.68 p= p>13,926 时 的 P=P, 


tb) 


* 
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从 图 2.67 还 可 以 看 到 , 当 p=p, 时 ,P, 的 不 变 集 A, NP 
( 忆 ) 是 两 条 连接 9 与 5' 和 gqg' 与 pb 的 直线 段 之 并 ,从 而 4,(p 
= p,) 是 两 片 分 别 以 W, (p) 的 两 条 同 缩 轨 道 为 边界 的 叶子 ,这 两 
片 叶子 仅 在 p 点 相交 ,还 有 ,这 时 的 f, 的 图 你 已 连 成 一 条 曲线 ,不 
过 在 零点 没有 定义 ,f, 在 此 点 的 切线 是 一 错 垂 线 . 

下 面 我 们 继续 观察 当 p 越过 p, 时 W*(p),f, 和 P, 的 图 形 . 


(b) 


图 2.69 p > AP 时 的 Lorenz 系统 ,《a) 流 ,(b) 映射 六 


从 图 2.69 可见 ,图 2.67 中 所 示 的 围绕 着 9' 的 网 缩 轨道 已 成 
为 连接 p 和 4 的 异 缩 轨 道 .同样 地 , 另 一 同 缩 轨道 已 成 为 连接 9 
和 p 的 异 缩 轨道 ,从 而 原来 的 同 弟 轨道 都 已 裂 开 ,此 时 的 A 已 不 
再 是 两 片 简单 的 叶子 ,而 已 经 无 法 用 简单 的 语言 来 描述 了 ,实际 上 
4, 已 是 分 形 集 , 它 含 有 一 个 混沌 集 为 其 子 集 .非常 显然 , 当 p 越过 
p, 时 ,A, 的 拓扑 结构 已 发 生 了 显著 的 变化 ,通常 我 们 把 这 种 由 同 
缩 轨道 的 破裂 而 产生 的 分 盆 称 为 同 编 分 岔 或 为 同 缩 爆 发 


《homociinic - explosion ) . 


为 了 对 4,,p > m 有 更 好 的 了 解 ,我 们 借助 于 图 2.69 和 图 
2.70. 从 图 2.69 中 可 见 ,f, 出 现 两 个 新 的 不 动 点 天 ,实际 上 ,r” 和 
r 对 应 的 分 别 是 围绕 着 9 和 4 的 周期 轨道 ,因为 对 于 p > m， 
和 且 p 与 p, 相距 不 太 远 时 ,两 平衡 点 q* 都 是 稳定 的 焦点 ,这 也 就 是 
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图 2.70 p> m 时 的 P = p, 


说 ,任何 在 g* 邻近 的 轨道 都 必然 被 g: 所 吸收 ,而 在 A, 外 围 有 
三 "(p) 的 两 异 缩 轨 道 . 设 被 g* 所 吸引 的 分 别 为 Y, 和 7_ , 则 任何 
以 7: 的 邻近 点 为 初 值 的 轨道 必然 与 7， 越 来 越 接 近 最 后 被 9* 所 
吸引 或 被 p 所 吸引 ,这 也 就 是 说 以 离 4 略微 远 一 些 的 点 为 初 值 的 
轨道 会 离 gq* 越 来 越 远 最 终 到 达 9 {与 在 gq* 邻近 的 完全 相反 ), 为 
了 使 这 丙种 现象 能 同时 存在 ,在 7>: 和 g:* 间 必 然 存 在 着 排斥 的 周 
期 轨道 ,这 就 是 对 应 于 f, 的 不 动 点 天 的 周期 轨道 . 

下 面 我 们 来 观察 o(> p,) 在 o 邻近 4, 的 混 证 现象 . 

首先 ,我 们 把 图 2.69(b) 和 图 2.70 放大 成 图 2.71. 从 图 2.71 
可 见 ,六 在 不 动 点 r 处 的 导数 广 (r) > 1, 这 意味 着 r* 是 源 , 即 
排斥 的 不 动 点 ,这 同样 说 明 A, 中 相应 于 rx: 的 周期 轨道 是 排斥 的 . 
由 图 2.71 还 可 见 ,类似 于 §2.2.2 中 研究 逻辑 斯 说 映射 的 所 用 的 
方法 .我 们 容易 得 到 了 5 在 [r ,+r* ] 中 有 混沌 不 变 集 . 这 是 Cantor 
集 ,了 限制 在 此 Cantor 集 上 拓扑 等 价 于 单 边 符号 动力 系统 ， 

另 一 方面 ,我 们 也 可 以 从 图 2.71(b) 中 看 出 ,Poincare 映射 P 
存在 着 一 混沌 不 变 集 ,这 一 集合 实际 上 是 Smale 马蹄 ,让 我 们 进 一 
步 地 核实 这 一 点 . 

在 图 2.71b 中 ,Vi 和 V 分 别 代表 介 于 直线 &=r 入 以 
及 直线 w=r' 和 了 DD 间 的 又 条 ,图 中 的 阴影 部 分 分 别 是 它们 的 像 ， 
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(a) 在 [xr ,r'] 区 域内 的 映射 f (b) 在 直线 zx = r+ 邻近 放大 后 的 亚 
图 2.71 


而 P{( 卫 -) 和 已 ( 工 ,) 可 以 看 成 Smale 马蹄 图 ( 见 图 2.43) 中 的 横 
条 五 和 五, ,注意 分 别 以 4 与 r 为 心 的 两 条 局 期 轨道 是 排斥 
的 , 即 任何 以 这 两 条 周期 轨道 邻近 点 为 初 值 的 轨道 必 与 它们 相距 
越 来 越 远 .在 直线 u = x 左边 的 点 为 初 值 轨道 必 被 9 所 吸收 , 同 
样 地 ,关于 ” "的 周期 轨道 也 有 如 x “一样 的 性质 ,这 在 图 2.71(b) 
中 都 可 以 看 出 . 

同 $2.6.2 类 似 ,可 以 借助 于 Smale 马蹄 和 双边 符号 动力 系 
统 来 了 解 集合 B= B,: 


B= NP(V); V=V UDUYV, (2.202) 


这 几乎 是 PP 的 不 变 集 ,只 不 过 P 在 DD 上 没有 定义 ,对 恨 一 下 
图 2.43、 图 2.62 和 图 2.71(b), 可 见 B 不 再 是 如 图 2.62 中 所 得 到 
Cantor 线 集 4 ,而 是 局 Smale 马蹄 相差 无 几 的 Cantor 点 集 ,因此 ， 
利用 双边 符号 动力 系统 可 得 B 是 混沌 集 ,但 不 是 P 的 吸引 和 集 . 实 
际 上 ,以 B 中 点 为 初 值 的 轨道 将 无 止境 地 绕 着 gq: 运动 或 者 被 p 所 
吸引 ,但 是 以 B 的 邻近 点 为 初 值 的 轨道 则 往往 会 被 男 外 两 个 吸引 
的 平衡 点 所 吸引 .因为 从 图 2.71(b) 中 可 见 , 若 x E WV/B ,必然 会 
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存在 着 某 个 上 ,使 得 P(x) E 和 \ (VoU Vi). 注 意 到 相应 于 r* 
的 周期 轨道 都 是 排斥 的 , 若 p' (x) 落 到 如 中 的 直线 w=" 的 左 
边 , 则 gg'(PCx)) 一 1qg' ,gg 1(t->00). 同 样 , 当 P'(x) 落 到 沁 中 
的 直线 wn = r 的 右边 时 ,有 gg (PP (x) 一 fg ,gq 1(t 习 吕 ); 车 
P(x)ED, 则 8g' (P(x)) 一 P. 这 意味 着 Lorenz 动力 系统 仅 在 一 
个 零 测 集 


%, = 电 9.(B,) (2.203) 


上 是 混沌 的 ,从 而 9 = oF , 当 p 越 过 p, 13.926 时 不 是 混沌 的 动 
力 系 统 ,只 是 有 一 个 难以 用 实验 方法 找到 的 混沌 不 变 集 名,. 

下 面 让 p > p, 六 13.926 继续 增长 , 进一步 地 寻找 使 得 
(2.200) 成 为 混沌 的 动力 系统 的 分 贫 值 ， 

当 p > p, 进一步 增长 时 ,我 们 发 现 ,分 别 围绕 着 9 的 相应 于 
r* 的 周期 罗 道 之 直径 在 随 荐 缩小 ,从 图 2.69(b) 上 看 ,r 和 r' 不 
断 分 离 而 分 别 靠 近 g 和 gq ,与 此 同时 ,f, 在 0 点 右 极限 f.(0,) 与 
左 极限 f,(0_ ) 之 间 的 虐 离 也 在 拉 大 ,但 这 种 拉 大 的 速度 却 要 人 慢 于 
r' 与 7 分 离 的 速度 ,这 也 就 意味 着 会 存在 某 一 时 刻 p, > p,, 当 p 
= p 时 恰好 有 乒 (0: ) = r( 见 2.72). 数 值 计 竺 表明 ,这 一 时 刻 p。 
224.06{ 罗 Kaplan 一 York[1979]). 由 图 2.72 可 以 看 出 , 当 p = p。 
时 


图 2.72 
ta) p = ps 时 芍 所 (bj p= po 时 的 P= PV= VoUDUV) 
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也 [rr IO 一 [rr]， 

P:vuUvw VUDUV =V (2.204) 
即 f 和 P, 都 几乎 可 以 分 别 视 为 [x ,r’] 和 VV 上 的 自 映射 ,这 里 
Vs 介 于 直线 本 一 了 和 D 间 的 区 域 ， Vo 是 与 Vi 对 称 的 区 域 . 今 
B=B, NP(V) (p= p,~24.06) (2.205) 
这 几乎 是 PP 的 不 变 集 ,P 在 B 上 的 关于 初 值 的 敏感 依赖 性 是 显 而 
易 见 的 ,因为 同 Smale 马蹄 一 样 ,可 由 双边 符号 动力 系统 得 其 混 泪 
性 质 ,现在 ,B 已 经 成 为 两 束 以 b* 为 顶点 的 Cantor 线 ,而 且 吾 在 六 

中 是 吸引 的 , 即 若 x € 8B, 则 P(x) 一 BU DD, 因 此 


yg (V) 一 总 9% 4B), 当 5 一 oo 时 (2.206) 


由 于 9g'(B) 是 9 的 混沌 不 变 集 ,从 而 wp'(V) 是 gp' 的 混 汪 
集 ,当然 L(Ve'( V)) > 0, 因 此 yg' 是 混沌 的 动力 系统 ,但 是 此 
时 %: 没有 混沌 的 吸引 集 , 因 为 从 图 2.72(b) 可 见 ,B 的 两 束 Cantor 
线段 的 顶点 5* 正好 处 于 直线 = 六 上 ,因此 任何 在 z = r 右边 
且 千 近 8' 的 点 x E 如, 必 有 P(x)->1gq'| UU {tq 1, 这 意味 着 
以 9(B) 不 是 9 的 吸引 集 . 

下 面 令 p, < p 世 六 全 24.74(o. 24.06) .也 的 图 如 图 2.73， 
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图 中 两 束 Cantor 线 段 的 顶点 5: 已 分 别离 开 直线 wu = +! 而 藩 在 V 
内 ,因此 在 Y 内 已 存在 一 个 集合 如 ,由 以 天 为 顶点 的 Cantor 线段 
组 成 ,使 得 8'(B) 是 其 邻 域 gp'(V) 的 吸引 集 ,而 凯 w'(B) 还 
是 拓扑 可 迁 的 混沌 集 , 所 以 Lg'(B) 是 @ 的 奇怪 吸引 子 . 当然 条 
是 混沌 的 ,不 过 这 时 gp' 还 有 其 他 两 个 平凡 的 吸引 子 19 “上 和 f9 

随 着 直线 n = r! 不 断 地 靠近 q*( 当 p 一 ps 时 ) ,相应 r* 排 
斥 的 周期 轨道 不 断 地 缩小 ,直至 与 9* 重合 ,从 而 三 个 吸引 子 最 终 
变 成 为 单个 的 奇怪 吸引 子 4, ,这 就 是 次 临界 的 Hopf 分 岔 . 当 P > 
ps sx24.74 时 ,所 有 的 平衡 点 ,p;9 ,4 都 已 是 鞍点 .由 于 整个 4， 
都 是 混沌 集 且 又 是 吸引 子 , 这 也 就 是 全 空间 R’ 都 是 g' 的 混沌 集 . 

综 上 所 述 ,Lorenz 系统 9 = 8 从 平 几 的 动力 系统 (所 有 轨道 
都 被 p 所 吸引 ) 到 混沌 的 动力 系统 需 经 历 下 面 三 个 分 岔 值 . 

(i) oe = 1 《Pitchfork 分 岔 )， 


(ii) o = p, xs 13.926( 同 缩 分 分 ) (2.207) 


(iii) p = ps 24.06. 
而 Lorenz 系统 的 吸引 集 A。 从 单 点 集 变 成 为 吸引 子 则 经 历 了 
四 个 分 侈 值 , 即 在 经 历 前 面 三 个 分 合 值 后 还 得 表 经 历 . 


(iv) p = ps, 2 24.74 (Hopt 分 盆 ) {2.208) 


更 确切 地 说 ,在 p 的 增长 过 程 中 g 和 A, 的 变化 如 下 , 当 p 所 
1 时 ,4。= {p| 是 拓扑 可 了 迁 的 , 即 为 吸引 子 ， 

当 1< p< p, 时 ,A, 是 p 的 不 稳定 流 形 W*(p), 这 是 由 两 条 
{从 p 到 g' 和 从 p 到 g ) 异 缩 轨道 连接 而 成 的 ,连接 点 是 P, 异 编 
轨道 不 可 能 拓扑 可 迁 ,所 以 A, 既 不 是 吸引 子 也 不 是 混 池 集 . 

当 p = p, 时 ,A 成 为 二 维 的 集合 ,这 是 由 9g* 为 心 的 且 以 
W*(p) 的 两 个 同 缩 轨 道 为 边界 的 两 片 叶子 组 成 ,这 两 片 叶 于 只 交 
于 平衡 点 p, 因 此 任何 其 一 片 叶 子 中 的 轨道 都 不 可 能 到 达 另 一 片 
叶子 ,因此 ,A, 不 是 吸引 子 ,当然 A, 也 不 是 混沌 集 , 且 9 没有 混 
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沌 集 . 

当 mw<eo<p 时 ,9 具有 一 瀑 沌 不 变 集 , 不 过 9 不 可 能 是 非 
零 测 集 的 混沌 集 ,因而 9 依然 不 是 混沌 的 动力 系统 ,不 过 ,此 时 的 
入 ,已 是 分 形 集 , 按 Kaplan-York[1979] ,我 们 称 开 区 间 (m , p,) 为 
了 预 潮流 区 域 (preturbulence) . 

当 p = ps 时 ,A, 合 有 一 子 集 B, 为 gp' 的 混沌 不 变 集 ,日 9! 在 
一 个 包含 B, 的 Lebesque 测度 (L’) 大 于 零 的 集合 上 是 混沌 的 , 因 
此 ,此 时 g' 己 是 混沌 的 动力 系统 . 

当 p.<p<xAmm 时 ,上 述 的 混沌 不 变 集 化 为 混沌 吸引 子 , 即 为 
奇怪 吸引 子 ,但 是 A 中 还 含有 两 个 吸引 子 1 和 上 和 4{2 |, 因此 gp 
虽 已 是 混沌 的 动力 系统 ,但 Yy 在 q 邻近 是 非 混 沌 的 . 

当 p> 和 时 ,入 邻近 的 吸引 盆 消 失 ,整个 4, 都 已 是 奇怪 吸引 
子 , 即 三 个 吸引 子 合成 一 个 ,这 导致 g' 在 空间 R* 上 混沌 . 

由 以 上 的 讨论 给 出 了 奇怪 吸引 于 产生 的 全 过 程 ,但 是 若 p > 
bs 继续 增长 , 则 A 将 又 不 再 是 吸引 子 .由 图 2.77 可 见 ,奇怪 吸引 
子 只 能 维持 到 p = 30.1, 当 p > 30.1 时 ,A, 的 拓扑 结构 仍 将 不 断 
地 变化 ,而 且 还 会 如 区 间 [0,2] 上 的 逻辑 斯 席 映 射 一 样 ,其 拓扑 结 
构 让 人 无 法 深入 地 把 握 . 当 p > 30.1 时 ,A, 中 会 出 现 各 种 周期 轨 
道 , 特 别 是 吸引 的 周期 轨道 ,也 会 出 现 各 种 倍 周 期 分 分, 在 这 些 倍 
周期 分 党 中 还 出 现 Feigenbaum 普 适 常数 . 

我 们 采用 Sparrow[1982] 的 记号 , 记 zy 为 在 左 傅 (4 人鱼 ) 绕 
一 局 再 右 侧 (49” 例 ) 绕 一 周 的 周期 轨道 ( 见 图 2.74). 依次 类 推 ， 
x"y 为 在 左 侧 绕 二 周 再 在 右 侧 绕 二 局 的 周期 轨道 ( 见 图 2.75)， 
ZX y xy 是 在 左 侧 绕 两 周 右 侧 绕 二 周 接 着 在 左 侧 绕 一 周 最 后 在 右 
侧线 一 周 的 周期 轨道 ( 见 图 2.75). 这 些 图 中 的 轨道 都 是 在 zz 平 
面 上 的 投影 ,上 且 都 是 稳定 的 半期 罗 道 ,因为 同 运 辑 斯 详 上 映射 一 样 ， 
不 稳定 的 周期 轨道 在 计算 机 屏 上 是 画 不 出 来 的 ,由 于 其 排斥 作 ,我 
们 无 法 利用 计算 机 找到 它 . 

令 人 惊奇 的 是 , 当 p > 313 后 ,Lorenz 系统 (2.169) 有 一 稳定 
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图 2.74 


的 zy 周期 的 胃 道 ,也 就 是 说 , 当 p > 313 时 Lorenz 吸引 和 集 已 是 一 
结构 简单 的 集合 , 它 早已 不 是 拓扑 可 迁 也 不 是 混沌 的 .特别 地 ,我 
们 给 出 (2.169) 在 o > 214 时 的 分 岔 图 (图 2.76), 从 中 当 p> 313 以 
后 ,(2.169) 只 有 一 个 稳定 的 周期 轨道 ,而 在 [214,313] 间 ,(2.169) 
经 历 了 由 周期 轨道 my 为 基本 周期 轨道 的 倍 周期 分 岔 ,通常 , 同 逻 辑 
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{a) 稳定 对 称 的 好 轨道 ，P=160 
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(b)】 移 定 不 对 称 的 z 刀 雏 进 ，PF148.5 
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{ec)】 称 定 不 人 对称 的 庆 户 xy 轨 道 ，p=126.52 


图 2.75 


斯 谤 映射 一 样 ,我 们 也 称 [214,313] 为 一 倍 周期 分 岔 窗口 . 
实际 上 ,在 区 间 [30,214] 中 类 似 的 售 骨 期 分 分 窗 口 还 很 多 ， 
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稳定 轨 过 
一 一 一 一 非 稳 定 轨道 
{ + 对 称 轨道 
4 1】 非 对 称 扫 筷 


214 313 


图 2.76 


在 下 面 的 图 2.77 中 ,我 们 给 出 了 Lorenz 系统 的 整体 的 分 岔 图 . 它 
虽然 是 非常 简略 的 分 盆 图 , 但 从 中 可 以 看 到 当 p > 30.1 时 
(2.169) 的 吸引 集 4, 已 不 再 是 奇怪 吸引 子 . 在 参数 区 间 [30.1， 
313] 中 ,判定 当 孝 p 为 多 少时 才能 使 得 (2.169) 是 混沌 的 动力 系 
统 已 是 非常 艰难 的 事 了 ,这 类 似 于 人 逻辑 斯 说 映射 + 一 1 一 ur 当 x 
E (0,2) 时 那样 ,关于 这 方面 的 进一步 讨论 可 见 Spattow[1982]. 
当年 Lorenz[1963] 把 天 气 预报 模型 看 成 是 Rayleigh - Benard 
热 对 流 问 题 ,并 用 Lorenz 方程 来 代替 这 个 问题 ,从 而 用 Lorenz 奇 
怪 吸 引子 来 说 明 长 期 的 天 气 预报 将 是 不 淮 确 的 .但 从 图 2.77 可 见 
当 p 充分 大 时 (p > 313) ,Lorenz 系统 居然 有 稳定 的 即 吸 引 的 周期 
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图 2.77 短 周 期 轨道 的 分 分 图 


而 根据 我 们 一 贯 的 认识 , 当 2 越 


La 


动 
大 , 即 Rayleigh 数 越 大 时 , 汕 流 强度 就 越 大 . 因 北 ,Lorenz 方程 作为 


Rayleigh - Benard 问题 的 近似 描述 在 p 很 大 时 是 颇 有 问题 的 .因此 
由 Lorenz 方程 所 导出 的 混 祁 现象 是 否 能 描述 漠 流 现象 也 同样 是 


轨道 , 它 代表 着 极 有 规则 的 流 
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有 问题 的 ,可 是 Lorenz 系统 的 确 揭示 了 一 些 新 的 现象 ,进而 开拓 
了 一 个 内 容 丰 富 的 新 领域 ,Lorenz 混沌 是 否 与 计 流 有 关 固 然 重 要 . 
但 Lorenz 系统 本 身 所 内 含 的 各 种 现象 , 反 过 来 为 流体 力学 等 研究 
带 来 新 的 启示 ,这 种 启示 将 会 指导 人 们 去 探索 过 去 从 未 注意 过 的 
一 些 本 质 现象 ,这 无 疑 同样 是 重要 的 . 


$2.7 ”其 他 产生 奇异 吸引 子 的 系统 简 述 


众所周知 ,能 够 产生 奇异 吸引 子 的 动力 学 系统 很 多 ,除了 本 章 
前 面 所 述 的 几 个 最 著名 的 动力 学 系统 所 表现 的 奇异 吸引 子 以 外 ， 
还 有 许多 系统 也 表现 了 异彩 纷呈 的 奇异 吸引 子 . 


$2.7.1 Duffing 方程 


Duffing 方程 是 一 个 含有 立方 项 的 二 阶 微分 方程 . 该 方程 在 外 
部 激励 下 发 生 振 更, 从 而 可 以 表现 出 周期 运动 或 混沌 运动 . 杜 芬 方 
程 的 形式 如 下 : 


at = boos(i) (2.209) 
其 中 参数 (a ,5) 为 正 数 且 a < 1,5 < 25.5cosft) 是 外 部 激励 ,该 
方程 解 中 包含 了 丰富 的 2x 周期 解 ( 谐 波 和 高 次 谐 波 ) 和 子 谐 波 解 . 
它们 刻画 了 周期 吸引 子 ,其 中 一 些 周 期 吸引 子 如 图 2. 78 所 示 ,图 
中 各 种 解 的 参数 值 分 别 为 (alja = 0.3,b = 2.0;(b)e = 0.2,5 = 
5.0i(ce)z = 0.2,5 = 16.5;(d)a = 0.2,5 = 23.5;(e) 和 (f)a = 
0.10,5 = 3,5, 但 具有 不 同 的 初始 条 件 .所 有 图 形 都 是 迭代 200 次 
以 后 的 结果 ,因此 图 中 没有 了 瞬 态 轨迹 .绘制 图 2.78 时 ,需要 将 方程 
《2.209) 重 写 为 


(2.210) 
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2.7B8 ”Duffing 方程 的 周期 狩 


并 且 将 轨迹 投影 到 zy 平面 上 .对 于 参数 a 和 4 的 某 些 组 合 ,还 会 
产生 多 于 一 种 可 能 的 稳定 解 :两 种 不 同 的 周期 解 产生 于 同一 组 参 
数 & 和 2 ,但 起 始 于 不 同 的 初始 状态 .如 图 (e) 和 (f) 所 示 , 每 个 稳定 
解 与 一 个 不 同 的 吸引 子 相 联 系 , 并 且 有 自己 的 吸引 域 . 

因为 对 于 一 对 给 定 的 参数 a 和 ,存在 荐 不 止 一 个 吸引 子 ,所 
以 ,初始 条 件 或 者 x ,5b 两 个 参数 之 一 的 微小 变化 ,有 可 能 使 方程 
《2.210) 的 解 在 不 同 的 吸引 子 之 间 转 换 .通过 慢 慢 地 增加 5 值 ,可 
以 观察 到 轨迹 从 周期 的 转向 混沌 的 ,如 图 2.79 所 示 . 图 中 初始 状 
态 均 取 为 ze = 0.3,yo = 0.5, 参 数 a 均 取 为 a = 0.3, 而 各 图 形 的 
& 值 不 同 ;(a)b = 30.75;(b)5 = 31.0;(c)b = 31.5;(d)b = 32; 
(e)5 = 33;(f)6 = 34.0. 事 实 上 ,在 0 < 之 5 < 250 的 范围 内 ,可 以 
给 出 参数 空间 (a ,5) 的 分 分 图 .而 且 , 随 着 5 值 的 增加 ,可 以 重复 
地 观察 到 进 人 非 2x 周期 解 ( 倍 和 周期, 混沌) 的 相同 分 盆 模 型 . 当 a 
值 较 小 时 , 随 着 6 值 的 增加 ,周期 解 可 能 分 贫 为 对 称 解 ,然后 经 过 
一 系列 倍 周 期 过 程 而 进入 混沌 解 . 进一步 增加 5 ,又 可 以 得 到 周期 
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2.79 Duffing 方程 的 沦 祁 解 和 周期 解 


解 的 响应 ,再 经 过 倍 周 期 而 进 人 混沌 ,以 后 可 以 转 为 一 个 新 的 周期 
解 ,这 个 过 程 一 直 重 复 下 去 . 当 a 值 比 较 大 时 ,混沌 解 直接 响应 于 
某 个 周期 解 , 然 后 分 支 为 对 称 周 期 解 ,再 经 过 一 系列 倍 周期 过 程 ， 
如 果 我 们 把 方程 (2.209) 再 一 次 写成 如 下 形式 : 
dz _ 
de sa 


dy = ay— x’ + bcos(z) (2.211) 


就 可 以 构成 三 维 相 空 间 (z,y,z) 或 (zx,y,cosi) .该 系统 也 表现 了 

非常 有 趣 的 从 周期 转向 泥 注 的 动力 学 过 程 .图 2.80 是 在 三 维 空间 

下 ,方程 (2.211) 的 混沌 轨迹 ,其 中 参数 值 为 a -7.5,&8 = 0.05. 
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该 系统 描述 了 一 个 周期 的 非 线性 阻尼 振荡 器 . 


图 2.80 Duffmg 方程 的 混沌 解 的 三 维 轨 迹 


如 果 用 一 个 二 次 微分 方程 来 描述 一 个 非 线性 正弦 电子 振 葛 
器 , 则 微分 方程 形式 可 以 在 Duffing 方程 中 加 上 一 个 三 次 项 x?y: 
dr _ 


dr > 
(2.212) 


Y= all z2)y 1’ + bcos(fi) 


与 Duffing 方 程 不 同 , 该 系统 可 以 在 没有 任何 外 激励 的 情况 下 发 
生 振 荡 . 当 5 > 0 时 ,振荡 髓 由 正弦 分 频 产 生 据 荡 , 并 且 每 n 次 正弦 
分 频 将 出 现 一 个 m 次 振 葛 的 周期 轨迹 ,这 里 m 和 n 都 是 整数 . 
参数 5 和 了 的 某 些 组 合 不 能 产生 周期 振荡 系统 ,其 响应 要 么 
是 非 周 期 的 ,要 么 是 不 规则 的 混沌 . 当 6 足够 小 时 ,对 所 有 的 了 都 
会 产生 非 周 期 振荡 .图 2.81 描绘 了 在 xy 平面 上 周期 的 , 非 局 期 的 
-114 : 


= 
EF 


图 2.81 负 阻 尼 振 荡 器 的 各 种 吸引 子 


和 混沌 的 罗 迹 ,其 中 (a) 是 一 个 简单 的 周期 吸引 子 :5 = 1.0,f = 
1.617;(b) 是 一 个 非 周 期 吸引 子 :5 = 0,f = 4.0;(c) 是 一 个 奇异 
吸引 子 , 参 数 为 5 = 17,f = 4.0. 有 人 用 频 闪 观测 器 从 另 一 个 不 同 
的 侧面 描绘 了 方程 (2.212) 的 一 些 吸 引子 行为 ,其 方法 是 在 固定 
的 相位 上 ,每 正弦 分 频 一 次 ,就 对 轨迹 采样 一 次 ,这 样 ,在 频 闪 观 测 
器 画面 上 ,周期 吸引 子 表 现 为 一 些 少 量 的 点 , 非 周期 吸引 子 表现 为 
一 条 封闭 曲线 ,而 奇 错 吸 引子 表现 为 一 种 复杂 的 结构 . 


$2.7.2 一 个 化 学 动力 学 系统 


混沌 现象 不 仅仅 只 存在 于 数学 ,物理 学 中 ,同样 也 存在 于 化 学 中 . 
只 不 过 化 学 反应 比较 复杂 ,有 时 难以 用 一 个 简单 的 数学 方程 予以 描 
述 .但 是 ,我 们 可 以 用 一 些 技巧 对 化 学 反应 动力 学 机 理 进 行 描述 ,如 用 
空间 的 流体 动力 学 来 描述 化 学 反应 动力 学 .用 这 种 动力 学 的 不 规则 
性 来 描述 其 混沌 行为 .假定 化 学 反应 至 多 表现 为 二 次 项 ,并 且 当 系 
统 封闭 时 ,系统 保持 质量 守恒 .这 样 , 化 学 反应 动力 学 系统 可 以 用 
方程 (2.213) 来 描述 . 


FE = zo hey) th ta 


证 3f{z Ry 25) 十 az (2.213) 


= x(ae 一 工 一 和 xz)+ as 


" 115 - 


其 中 a(i 1,2,3,4,5) 是 各 反应 物 浓度 ,保持 为 常数 不 变 ,&,(i 
= 1,2,3) 是 变化 率 系数 , 亦 保持 不 变 ,并 且 a, 和 k; 都 是 正 数 . 方 程 
(2.213) 的 数值 分 析 说 明了 该 系统 具有 明显 的 混沌 行为 , 如 图 
2.82 和 图 2.83 所 示 . 图 2.82 是 方程 (2.213) 的 奇异 吸引 子 的 二 维 
轨迹 ,所 采用 的 二 维 平面 的 分 别 是 (a)zy 平面 ,(b)yz 平面 ,(c)zz 
平面 .参数 值 是 一 0.25,k， 0.001,k， 0.5,a - 30,a， 一 
ai 一 0.01,a4 一 16.5,as - 10. 图 2.83 则 是 方程 (2.213) 的 奇异 
吸引 子 的 三 维 轨迹 ,其 中 zx 从 0 到 S0 变 化 ,z 和 ?都 从 0 变化 到 
100. 参 数 与 图 2.82 相同 . 


[= | 
下 
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图 2.83 方程 (2.213) 的 奇异 吸引 子 的 三 维 图 形 


" 116， 


$2.7.3 “四维 非 线性 系统 


在 三 维系 统 中 奇异 吸引 子 对 初始 条 件 的 敏感 性 由 三 维系 统 中 
奇异 吸引 子 的 单个 正 的 Lyapunov 指数 来 反映 .而 一 个 四 维系 统 的 
奇异 吸引 子 可 以 有 两 个 正 的 Lyapunov 指数 来 反映 ,因而 其 解 比 三 
维系 统 的 混沌 解 更 加 不 规则 ,我们 称 之 为 超 混 沌 . 

由 Rossler 提出 的 一 个 表现 这 种 超 混沌 行为 的 简单 四 维系 统 
由 下 列 微分 方程 组 组 成 : 


dz 
Eo 


Y= z+0.25y+w 


(2.214) 


dz _ 
-3+ 


dw 
dr 0.5z + 0.05rw 


方程 (2.214) 中 的 奇异 吸引 子 的 二 维 轨迹 如 图 2.84 所 示 . 这 些 二 
维 平 面 分 别 是 ; (a) zy,(b)zw,(c)zxz,(d)yz,(e)}yw 和 (1) wz. 各 
个 坐标 方向 的 数值 变化 范围 是 : - 110 委 节 委 40,-60 委 y 委 60， 
0 志 z 太 280 和 0 态 w 所 170, 其 中 图 2.84{a) 所 示 的 zy 平面 轨 
迹 使 人 联想 到 Rossler 隧道 .事实 上 ,方程 (2.214) 大 体 上 就 是 在 
rossler 中 增加 一 个 非 线 性 变量 w ,因而 其 二 维 轨迹 有 点 相似 . 其 
实 , 在 三 维 空 间 xyz 中, 它们 的 轨迹 也 很 相似 , 图 2.85 是 方程 
(2.214) 在 三 维 空间 zyz 中 的 轨迹 图 .吸引 子 画 在 一 个 坐标 立方 
体 的 内 部 , 将 它 向 前 倾斜 一 点 以 后 , 再 绕 y 轴 旋 转 ; (a)45 ， 
(b)135” ,(c) - 135 ,(d) - 45 .坐标 取 值 藻 围 与 图 2.84 相同 . 
2.86 勾画 了 方程 (2.214) 在 四 个 不 同 的 三 维 空间 里 的 轨迹 图 .其 
中 各 图 所 取 的 三 维 空间 分 别 为 : (a)zyz,(b)zyw, (c)zyw， 
(qd) zzw ,各 坐标 值 变 化 范围 也 与 图 2.84 相同 . 
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图 2 #4 方 给 (2213) 懂 旨 子 办 迹 的 二 准 图 于 


2.85 ”方程 (2.214) 吸引 子 轨迹 的 三 维 图 形 
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2.86 方程 (2-214) 在 四 个 不 同 三 维 空间 的 吸引 子 轨迹 


尽管 这 是 一 个 非常 简单 的 四 维 非 线性 系统 ,但 也 很 难 使 其 四 
维 空间 的 吸引 子 可 视 化 .为 了 解决 这 一 困难 ,可 以 用 二 维 平面 来 表 
未 由 维 空间 的 运动 轨迹 . 这 一 轨迹 上 上 的 每 个 点 实际 上 表示 是 一 对 
坐标 .图 2.87 就 是 用 这 种 方法 表示 方程 (2.214) 的 奇异 吸引 子 的 . 
图 中 从 六 个 不 同 的 角度 描绘 了 四 维 空间 的 吸引 子 ,其 坐标 取 值 范 
围 已 经 归 一 化 ,因此 较 迹 是 在 一 个 正方 形 中 表示 一 个 超 立 方 体 . 
在 这 一 节 中 ,我 们 主要 讨论 了 各 种 奇异 吸引 子 及 其 产生 的 方法 ,并 
着 重 讨论 了 Lorenz 吸引 子 . 从 这 些 讨论 我 们 可 以 看 出 , 当 一 个 系 
统 表现 奇异 吸引 子 行为 时 ,系统 演变 过 程 决 不 重复 ,其 轨 过 决 不 自 
身 相交 . 对 于 三 维 动力 学 系统 ,其 奇异 吸引 子 在 相 空间 中 体积 为 
父 . 在 某 些 地 方 ,邻近 的 轨迹 按 指数 速度 相互 分 离 ,这 种 分 离 是 一 
种 局 部 特征 .因为 吸引 子 具有 有 限 的 尺寸 ,所 以 在 一 个 奇异 吸引 子 
上 的 两 条 轨迹 也 不 会 永远 分 离 .那么 ,我 们 怎样 才能 局 时 表现 这 种 
局 部 伸展 和 全 局 有 界 呢 ? 参 看 图 2.88 ,在 混沌 流 的 作用 下 ,一 个 有 
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图 2 88 在 温 沌 议 作 用 下 ,轨迹 点 集合 的 这 变 过 程 


体积 的 集合 首先 沿 着 最 不 稳定 的 方向 伸展 ,然而 这 种 伸展 不 能 占 
领 越 来 越 大 的 空间 ,因为 吸引 子 具有 有 限 尺寸 .阻止 这 种 伸展 的 机 
理 是 折 笃 .最 终 吸引 子 一 定向 自身 折 秋 .这 种 过 程 的 连续 迭代 就 会 
产生 带 有 折 和 登 的 新 近 线 吸引 子 

尽管 在 奇异 吸引 子 内 部 的 任何 地 方 , 两 条 轨迹 都 局 部 分 离 ,但 
它们 在 未 来 某 些 时 候 又 可 能 局 部 地 相互 靠 扰 . 我 们 可 以 把 奇异 吸 
引子 的 作用 看 作 一 个 混合 过 程 .这 个 过 程 有 点 类 似 于 面包 师 揉 面 
过 程 .如 果 一 济 黑 时 水 济 人 了 面团 中 , 则 反击 过 程 (也 就 是 翻滚 面 


120 


第 三 章 ”分 维 与 分 形 


在 经 典 的 葡 氏 几何 中 , 人们 用 直线 ,圆锥 , 球 等 概念 来 描述 诸 
如 墙 ,车轮 .道路 .建筑 物 等 一 类 不 太 复杂 的 人 造物 体 的 图 形 ,然而 
在 自然 界 中 , 却 存在 着 许多 极其 复杂 的 几何 图 形 , 如 山峰 .云彩 ,由 
电 ,雪花 边 绿 等 ,再 如 宇宙 中 点 点 繁星 所 构成 的 集合 更 不 是 经 典 几 
何 所 能 描述 的 ,因为 它们 已 不 再 具有 我 们 早已 熟知 的 数学 分 析 中 
的 连续 ,光滑 这 些 “ 良 好 ”的 基本 性 质 了 . 

1975 年 ,美国 IBM 公司 的 数学 家 Benoit B. Mandelbrot 首次 
提出 了 “分 形 "(fractal) 这 个 新 术语 , 当 Mandelbrot 的 标新立异 工 
作 《 自 然 界 中 的 分 形 几 何 ? 一 书 于 1982 年 出 版 之 后 ,分 形 这 个 概念 
使 不 脱 而 走 .从 此 ,分形 这 东 数 学 奇 苑 为 物体 组 织 形态 的 描述 提供 
了 一 种 极其 简洁 的 方法 . 

在 数学 上 ,星期 的 分 形 是 上 世纪 下 尘 叶 的 处 处 不 可 微 的 
Weierstrass 孙 数 的 图 像 ,以 及 20 世纪 和 初 的 Cantor 三 分 集 , 因 此 ， 
可 以 认为 早 在 Mandelbrot 之 前 ,分 形 就 已 出 现 , 不 过 早期 的 分 形 
仅 作 为 举 反 例 之 用 .大 们 并 没 认 识 到 它们 与 各 种 自然 现象 的 内 在 
联系 .Mandelbrot 的 功绩 在 于 利用 其 在 计算 机 方面 的 知识 把 各 种 
分 形 绘 成 一 旺 幅 生动 的 图 像 , 另 一 方面 ,他 又 利用 其 对 自然 科学 方 
面 的 酒 察 力 ,把 自然 界 的 许多 令 人 困惑 且 杂 乱 无 章 的 现象 转化 为 
分 形 模型 而 统一 在 分 形 几 何 的 框架 之 中 ,从 而 为 人 们 把 握 自 然 界 
中 的 许 许 多 多 的 复杂 结构 和 形态 带 米 希望 .如 流体 的 涡流 ,生物 形 
态 的 对 称 性 ,通讯 中 的 噪声 ,无 线 电 静电 的 波动 …… ,都 可 以 利用 
分 形 来 加 以 解释 ,由 此 大 们 发 现 了 许多 复杂 现象 内 在 的 规律 性 .由 
于 他 所 作出 的 杰出 贡献 ,他 于 1985 年 荣获 Barnard 奖 .由 于 分 形 
在 许多 学 科 中 的 迅速 发 展 ,目前 已 成 为 一 门 描 述 自然 界 中 许多 不 
规则 事物 的 规律 性 的 学 科 . 
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8$3.1 维 数 概念 的 延 拓 


本 节 介 绍 几 种 重要 的 维 数 概 念 , 它 们 是 欧 氏 空间 中 经 典 维 数 
概念 的 延 拓 ,也 是 分 维 与 分 形 的 基础 ， 


8#3.1.1 Hausdorff 测度 


在 欧 氏 空间 中 ,直线 或 曲线 的 欧 氏 维 数 为 1 ,平面 图 形 的 欧 氏 
维 教 为 2, 空间 图 形 的 欧 氏 维 数 为 3; 而 非 正规 几何 图 形 的 相似 维 
数 可 能 是 非 整 数值 ,为 了 能 定量 地 描述 包括 非 整 数值 在 内 的 维 数 ， 
Hausdorff 在 1919 年 从 测量 的 角度 引进 了 Hausdorft 维 数 的 定义 ， 
后 由 Besicoviteh 等 进一步 完善 , 故 有 时 人 们 称 之 为 Hausdorff 一 
Besicoviteh 测度 . 

如 果 A 为 n 维 殉 氏 空 间 R" 中 任何 非 空子 集 ,A 的 直径 定义 为 
1A1= Supl|x-y|lx,y€ 有 Al, 即 A 内 何 两 点 距离 的 最 大 值 . 
对 于 5 > 0, 可 数 个 集 |U, | 称 为 集 A 的 # 覆盖 , 若 


ACUUEIUI<S,Y, 
设 ACR',S 守 0 和 6 >0, 记 


印 (A) = inf 并 | U1 | 以为 A 的 8 覆盖 | (3.1) 


考虑 所 有 直径 不 超过 8 的 A 的 覆盖 ,并 试图 使 这 些 直径 的 s 次 震 
的 和 达到 最 小 ( 见 图 3.1). 当 5 减 小 时 , 式 {3.1) 中 能 覆盖 A 的 集 
类 将 减少 ,所 以 下 确 界 Hi(A) 随 着 :的 增加 且 当 8 一 0 时 趋 于 一 
极限 . 

当 人 > 0 时 

上 为 4 的 覆盖 | 二 1 为 4 的 3 覆盖 | 
从而 有 环 , (4) 委 了 于, (4). 于 是 可 定义 入 的 * 维 Hausdorff 测 度 如 
下; 
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图 3.1 集 下 和 5 的 两 个 可 能 的 3 覆 益 - 取 遍 所 有 这 样 的 5 页 痊 
(U,) 而 得 的 3 U, 1: 的 下 确 界 给 出 所 (FF) 
H(A) = supHa(A) = limHa (A) {3.2) 
可 以 验证 ,s 维 的 Hausdorff 测度 必然 是 R"(n 之 s) 上 的 测度 , 即 
三 (多 ) 0; 若 ACB, 则 必 有 开 (4) 记 HH(B); 车 {2.1 为 R" 中 
互 不 相交 的 波 雷 尔 (Borel) 集 , 则 


H(UA) = DHA,) 
ke 1 


Hausdorff 测度 推广 了 长 度 .面积 和 体积 等 类 似 概 念 ,下 面 让 我 们 
比较 一 下 2 维 Hausdor 入 测度 Hr" 与 2 维 Lebesque 测度 , 即 通常 的 
n 维 体积 .注意 到 R" 中 直径 为 2 的 最 大 集合 是 半径 为 > 的 球 , 从 
而 有 对 于 ACR" 


于 (4) = inf{S) 1 局， | UB; 汪 A,B, 是 R" 中 的 球 | 
| i™1 


(3.3) 
而 Lebesque 测度 就 是 物体 的 体积 , 则 


L"(A)= inf! Sval(B.)| UB;> A ,B, 是 R* 中 的 球 } 
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由 于 
Vol(B(zrr)) — Vol(B(0,r)) = Vol(B(0,1))7r’ 


则 
1 B(xsr}l (2r)” = [2*/Vol(B(0,1)) ]Vol(B(x,r)) 
= Vol B(x,r)) /Vol(B(0, )) (3.4) 
从 而 
H(A) = L"(A)/Vol(B(0, 地 )) 
2 ‘nT(3) 
= 一 LA) ACR" (3.5) 
XZ 


其 中 T(x) 是 一 卫 函数 
下 面 我 们 给 出 一 个 显而易见 的 性 质 . 


i $Y 
这 i 
TE 上 长度 天 及 si ., 


i er 
面 各 x 入 
下 
is yy 
Te a Pe i 
"Me x 2 
"~ 


图 3.2 用 比例 X 放大 集合 ,长 麻 放 大 4 售 , 面 积 帮 太 XA?,s 维 
Hausdorff 测度 襄 大 4 入 
定理 3.1 车 s 守 0, 目 4 >0, 则 (4244) = MA) YA 


这 里 14 = fax 1 x € AA}, 即 A 按 比例 放大 4 倍 . 
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证 明 者 [Di 为 4 的 一 个 3 覆盖 , 则 12C0 1 为 4A 的 一 个 5 
狐 盖 .所 以 对 于 和 任 一 4 的 8 狂 盖 1D| 
H(AA) < vy | AU, 于 二 XV wa 
从 而 关 区 
Hs(aAA) EE XH,(A) 


让 5->0 得 
H(AA)EAH(A) (3.6) 


在 (3.6) 式 中 A 代替 A4 ,4 代替 工 得 


H(AA) AH (A) {3.7) 
从 而 得 到 所 需 的 等 式 . 
Hausdorff 测 央 是 平移 不 变 的 ,而 县 也 是 旋转 不 变 的 .但 是 当 
比例 放 太 4 倍 时 ,5 维 的 Hausdorff 测度 放大 居 ,如 图 3,2. 这 个 比例 
性 质 是 分 形 理论 的 基础 ， 


$3.1.2 Hausdorff 维 数 积 上 拓扑 维 数 


对 于 二 维 正 方形 A = [0,1] x [0,1], 则 其 体积 L(A)= 0， 
其 面积 L*(A) = 1, 而 且 长 度 L'(A) - o. 其 实 对 于 一 般 的 
Hausdorf 测度 而 言 也 是 同样 的 , 设 A 的 Hausdorff 测度 0 < 
厅 (4)< 吕 , 则 对 A 的 任 ~-5 图 讽 IU! 和 ee>0 


> 1 U, “<oo uh 

0 7 tl (3.8) 
对 | 忆 寺 取 下 确 办 得 

H(A)< (A)SHH, (A) (3.9) 


从 而 有 人 一 0 时 
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末 (4)=10 且 开 (4) = oo {3,10) 
这 使 得 我 们 给 出 集合 A 的 Hausdorff 维 数 di (4A) 为 


da (A) EE infls | H(A) 二 0| 


upls | H(A)= oo| (3.11) 
所 以 
oa (车 s < dn) 
H(A) -| (3.12) 
0 (着 s > dp) 
如 果 = oa, 则 下 (4) 可 久 为 堆 或 者 无 穷 或 者 满足 
0< 于 (4) < oo (3.13) 
Hausdorff 维 数 满足 下 面 的 件 质 ，; 


(1) 若 六 CCR" 为 开 集 , 因 A 包含 一 个 具有 正 n 维 体积 的 球 ， 
所 以 ds(A)= nn. 

(2) 若 妨 为 R" 中 光滑 ( 即 连 续 可 微 )m 维 流 形 ( 即 mx 维 曲 
面 ), 则 di(A) = mm .特别 地 , 光 清 曲线 维 数 为 1 ,光滑 曲面 维 数 为 
2. 

(3} 若 ACB, 则 dn(A4) < qdn(B). 这 可 以 对 每 一 *, 由 
开 (A) 所 HH(B) 立即 得 到 . 


(4) 车 Ai ,hs 为 一 可 数 集 序列 ， 则 dy (UA;) = 
sap_1ds(A)) 由 单调 性 , 对 每 一 j,， 必然 有 dn (A) 之 
dn(A,). 另 一 方面 ,着 s > ds(Ai), 则 对 所 有 的 ;下 (4A,) =0, 所 


以 于 (UA,)= 0, 从 而 给 出 反 向 不 等 式 . 
(5) 车 A 是 可 数 的 , 则 ds(A) = 0. 若 A 是 一 单 点 ,有 印 (A,) 


= 1,dn(A;) = 0, 所 以 由 可 数 稳定 性 可 得 du ( UA,) = 0. 
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在 分 形 理论 中 还 常会 出 现 折 扑 维 数 这 一 概念 ,给 出 其 定义 将 
是 必要 的 .让 我 们 先 注 意 到 这 样 一 个 简单 的 事实 ,对 于 一 长 度 为 1 
的 线段 4 , 若 用 长 度 小 于 ! 的 开 区 间 去 覆盖 时 则 需要 两 个 这 样 的 
开 区 间 , 若 是 对 于 直径 为 ! 的 二 维 圆 盘 , 则 需要 三 个 直径 小 于 |! 的 
开 圆 盘 才 能 盖 住 ,而 进一步 地 ,至 少 需要 四 个 直径 小 于 ! 的 开 球 才 
能 盖 住 一 个 直径 为 ! 的 球 .同样 地 ,对 于 直径 为 ! 的 n 维 球 至 少 需 
要 n +1 个 直径 小 于 i 的 开 球 才能 盖 住 ,这 使 得 我 们 给 出 如 下 的 概 
念 : 

对 于 ASR ,k= dr(A) 称 为 4 的 拓扑 维 数 (topological 
dimension) ,车 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 整数 :对 任意 的 8 > 0, 存 
在 R" 中 的 开 球 列 1B,1 为 A 的 覆盖 ,使 得 {1B,1 中 任何 +2 个 
开 球 的 奖 

号 NB NAN“*NB,= (3.14) 
因此 拓扑 维 数 是 整数 ， 

一 般 来 说 ,计算 集合 的 Hausdorff 维 数 是 相当 困难 的 ,但 计算 
其 拓扑 维 数 则 要 相对 容易 得 多 ,对 于 n 维 球 B" (0,r) 而 言 ,其 拓扑 
维 数 dr(B "(0,7r)) = du(B"(0,r)) = n 是 显而易见 的 . 

下 面 给 出 几 个 拓扑 维 数 的 计算 例子 . 

例 1 Cantor 三 分 集 . 

其 构造 如 下 :选取 一 个 欧 氏 长 度 为 L。 的 直线 段 ,将 该 线段 三 
等 分 ,去 掉 中 间 一 段 , 剩 下 两 有 段 .将 剩 下 的 两 段 分 别 再 三 等 分 ,各 去 
掉 中 间 一 段 , 剩 下 四 段 .继续 上 述 过 程 ,直至 无 穷 , 这 样 经 无 限 次 操 
作 ,达到 极限 时 所 得 到 的 离散 集 A 称 之 为 Cantor 集 ,如 图 3.3 所 
示 . 其 拓扑 维 数 dr(A) = 0, 事 实 上 ,注意 到 工 (A4) =0 且 各 基 闭 
集 , 则 任意 $ > 0, 我 们 容易 取得 A 的 履 盖 ,B,,B;,,…,B, 为 互 
不 相交 的 开 区 间 , 即 dr (A) = 0. 

例 2 Sierpinski 垫 . 

Sierpinski 垫 是 一 个 初始 边 长 为 r 的 等 边 三 角形 反复 去 掉 边 
长 为 原 三 角形 的 一 半 且 顶点 在 原 三 角形 各 边 的 中 点 的 开 的 三 角形 
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3.3 ”三 分 Cantor 集 


而 得 到 的 .其 具体 构造 步 又 如 图 3.4 所 示 . 其 拓扑 维 数 dr(A) = 1. 


图 3.4 Sierpinski 垫 
注意 到 边 长 的 + 的 等 边 三 角形 的 外 接 取 的 直径 为 3r/2 ,所 
以 第 一 步 玉 , 后 所 剩 的 3 个 三 角形 外 接 贺 的 直径 都 是 /3r /4,… ,第 
上 步 E; 后 所 剩 的 34 三 角形 外 接 品 的 直径 为 V3r[24 .从 而 VS > 


0, 取 站 充分 大 使 得 85 > e +Y3r/2*"' ,其 中 充分 小 ,使 得 我 们 可 以 
取 直 径 为 e +V3rZ24 的 3: 个 圆 ,分 别 盖 住 EE 的 每 个 等 边 三 角 


形 , 晶 它们 中 的 任何 个 三 之 人 交 是 空 集 , 其 有 di1(A) 一 1. 

例 3 Koch 曲线 . 

Koch 曲线 的 构造 如 图 3.5, 设 六 是 单位 长 麻 的 线段 . 忆 , 是 由 
下 ,除去 中 则 13 等 分 线段 而 代 之 以 底 边 在 内 去 的 线段 上 的 等 边 


三 角形 另外 两 边 所 得 刘 的 集 , 因 此 EE， 由 四 条 长 度 为 李 线段 组 成 . 
依次 类 推 ,E, 是 把 F， 的 每 条 直径 段 中 则 训 长 度 为 边 的 等 三 角形 
另外 两 条 边 与 原 线 段 的 两 条 边 连接 而 成 .因此 ,E, 是 + 条 长 度 为 
的 线段 连接 成 的 . 当 盖 co 时 ,得 极限 A 并 称 其 为 Koch 曲线 . 


对 于 A 的 拓扑 维 数 可 以 如 下 求 得 .由 于 EE 的 每 一 直线 段 的 长 度 
为 3*, 所 以 ¥Y6 > 0, 可 以 取 e >0 充 分 小 且 大 充分 大 ,使 得 8 > 
e+3 ,而 使 得 4 个 直径 为 e+& 且 圆心 分 别 在 每 一 线段 中 点 的 
圆 恰 是 A 的 一 个 5 注 盖 且 任 何 三 个 这 样 的 圆 必然 区 室 , 所 以 
dr(A)= 1. 


图 3.5 随机 Koch 曲线 
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$3.1.3 僵 维 数 


盒 维 数 (box dimension) 是 应 用 最 广泛 的 维 数 概念 之 一 , 它 之 
所 以 被 普遍 应 用 主要 是 由 于 这 种 维 数 的 数学 计算 及 经 验 估计 相对 
容易 一 些 . 我 们 在 3.1.2 中 所 定义 的 Hausdorff 维 数 虽 是 最 重要 的 
维 数 ,与 其 相应 的 末 是 测度 ,但 其 计算 则 是 困难 的 ,这 是 因为 定义 
所 涉及 的 了 覆盖 太 多 ,为 此 我 们 将 去 掉 一 些 5 覆盖 ,而 只 关心 对 于 
ACR", 
UA(A) = {Ui 1YU, 汪 A,1U,1= 8,U, 是 R" 中 球 | 
(3.15) 
则 之 0， 
dna(A) = inf| 5) !U, rio E Vl(A): {3.16) 


其 中 w;( 妨 ) 是 R" 中 直径 为 6 且 其 盖 住 4 的 球 的 最 小 个 数 .由 于 当 
5 <8 时 ,Va(A) 与 Vs (A) 之 间 没 有 必然 的 包含 或 被 包含 关系 ， 
即 当 $$ 一 0 时 ,6'ns( 有 4) 的 极限 不 一 定 存在 ,所 以 令 


s> 0| (A) = 0,B'(A) = Hmen( A)| 
(3.17) 
称 其 为 A 的 上 盒 维 数 .同样 地 ,我们 称 
ds(A) = sup|s| B'(A) = ~,B(A) = liman(A)| 
(3.18) 
为 A 的 下 盒 维 数 , 当 ds (A) = ds(A) 时 , 称 ds(A) = dstA)= 
da(A) 为 A 的 念 维 数 (box counting dimension). 
值得 注意 的 是 , 当 B:(A) = B'(A) 时 , 记 其 为 BC(A), 并 有 


dp(A) = supis 了 


B'(A) = “|= inf 


FB'(A) =0| 


(3.19) 
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这 时 的 B" 与 Hausdorff 测度 FF' 的 地 位 是 一 样 的 ,但 B' 不 再 是 浏 
度 , 不 过 从 定义 可 见 


dn{A)Ed(A)E dtA), YA 


在 Mandelbrot[1975] 的 文章 中 ,Mandelbrot 给 出 了 下 面 的 关 
于 盒 维 数 的 等 价 定义 . 
定理 3.2 当 A 的 盒 维 数 存在 时 ,有 


ds( A) = lim eCA) 
"0 1] 1 
og 
证 有 明 令 
oe 1 
d = limlognst A)/Aog 训 
d= limlogns (A) /og 二 
6--0 
即 需 证 明 


ds(A)~ d=d 
对 于 任意 上 < 4 以 及 1 之 ;< 之 有 
s < lmlogns (A) /log 3 
即 存在 点 列 和 一 0, 使 得 


3 所 logns (A}/log 于， na (A}> 6 


由 此 得 
B'(A} = limé na( A) = lim G6.ns (A) 之 lim 6" = oo 
ds(A) = supls|B'(A) = oo 之 四 yri<ad 
这 意味 着 ds (A) 完 d. 


另 一 方面 ,对 于 任意 的 ! > 4 和 d <s<1, 有 


s > limlogns (A)/log 计 
-0 
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由 此 可 取 点 列 5 一 0, 使 得 
s > bogns, (A)/logF na (A)< or 
从 而 
B(A) = limd'n(A) = lim6sns (A) ~ ime2 一 0 
da(A) = inflslB'(A) Ol Sr,vYi>ad 


因此 ds(A4) 夺 2 志 d 二 ds(4). 证 毕 . 


盒 维 数 有 一 些 等 价 的 定义 ,有 时 这 些 定义 更 适合 应 用 ,这 些 不 
同形 式 的 定义 概括 如 下 ,并 用 图 3.6 表示 其 等 价 定义 ， 


fb) tc) 


2 
% 时 Go 忆 


(a) 全 


[= 


图 3.6 求 4 的 盒 维 数 的 五 种 方法 
(a) 一 (e) 分 别 与 等 价 定义 中 的 (i) 一 《v) 相对 应 
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R" 子 集 A 的 下 、 上 盒 维 数 由 下 列 两 式 给 出 


， _,. logN,(A) 
dims( 太 ) = lm zs 
——— _ 7 logNs (A) 
dimaf( AI) 一 lm 一 Te {3.20) 
A 的 盒 维 数 由 下 式 定义 ， 
dima(A) = 二 和》 (如 果 这 个 极限 存在 的 话 ) 
(3.21) 


其 中 N, (4) 是 下 列 五 个 数 中 的 任 一 个 : 

(i) 覆盖 A 的 半径 为 8 的 最 少 闭 球 数 ， 

(ii) 覆盖 A 的 边 长 为 8 的 最 少 的 立方 体 数 ， 

过) 与 A 相交 的 8 网 立体 的 个 数 , 即 下 列 形式 的 立方 体 ， 

[pd, (mi + 1)8] x- x [md, (Cm, + 1)6] 

其 中 mr,,… ,mm 都 是 整数 ,显而易见 ,在 R 中 “立体 ” 即 表 示 为 区 
间 , 在 R* 中 表示 为 正方 形 ; 

(iv) 祯 盖 A 的 直径 最 大 为 8 的 集 的 最 少 个 数 ; 

《v) 球 心 在 A 上 ,半径 为 6 的 相互 不 交 的 球 的 最 多 个 数 . 

应 当 指 出 ,在 式 (3.20)、(3.21) 中 ,为 考虑 当 8 一 0 时 的 极限 ， 
只 要 考虑 通过 任 一 满足 6,,, 之 c6, 的 递减 序列 8 趋 于 零 时 的 极 
限 , 其 中 0< c<1, 特 别 是 在 8 = ct 的 情形 ,为 看 清 这 一 点 ,注意 
到 如 果 8 委 8 委 中 , 则 


logN (A) .logNs,, (A) 二 logNs, (有 A) 
log$ 和 logé, ~ log@ + Iog( 8.1 /6 ) 
logN;,, (A) 


~ — logé,, + logc (3.22) 


因此 有 
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(3.23) 


相反 的 不 等 式 是 平凡 的 ,下 极限 也 可 用 同样 的 方法 处 理 . 


EE 


图 3.7 波 线 W 的 图 形 


维 数 等 于 其 闭 包 的 
您 维 教 :ds(A) 一 ds (及 ), 这 是 与 Hausdorff 维 数 大 相 径 庭 之 处 . 


盒 维 数 有 这 样 的 重要 性 质 , 即 集合 A 的 盒 
由 此 很 容易 找到 集合 A ,使 得 ds(A) < ds(A). 


例如 [0,1] 中 的 有 理 数 集 4 是 可 列 集 ,因此 ds(A4) = 0, 但 是 


" 135 ， 


ds{A) = ds(A) = ds([0,1])= 1 
值得 注意 的 是 ,对 于 有 和 界 集 A 性 R" , 当 n,(A) 表示 覆盖 A 的 
以 5 为 边 长 之 rn 维 立方 体 的 最 小 个 数 时 , 相对 应 的 ds(A) 和 
B'(A) 其 有 与 上 述 一 致 的 结论 . 


从 定理 3.2 可 见 , 当 ) = log 计 充分 大 时 ,车 记 f4(4) = 


lognsa( 有 AA), 则 f(t4)ae c+ qds(A)4, 即 f (4) 近似 于 线性 函数 . 求 
如 (4A) 即 为 求 此 函数 所 代表 的 直线 的 斜率 .这 也 是 禽 维 数 之 近似 
计算 的 理论 依据 ， 

接 下 来 我 们 将 给 出 波 线 W 、Koch 曲线 KK 各 大不列颠 海岸 线 


G 的 图 形 , 并 把 其 分 别 置 于 格子 边 长 为 8 = 于 ,…,， 翅 的 方 格 纸 


中 ,而 nA)(CA = WW,KK,G) 则 近似 地 表示 边 长 为 $8 的 与 图 形 A 
相交 的 格子 数 并 把 它们 列 成 下 表 . 


1732 


135 


74 


283 


fa) c+ dp (A)A (3.24) 
因此 
da(A) ~ fe) fa) (3.25) 
由 此 胡可 以 求 得 da(A) 的 近似 值 ， 
1 1 1 1 1 


对 照 此 表 , 不 难 想 象 对 于 A 一 log6,' ， 人 三 4’8’12:16'24’ 
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坊 ,…, 以 及 相应 于 波 线 W 和 Koch 曲线 KK 的 三 数 f (4) 和 天 (1) 


当天 充分 大 时 点 (入 ,fw()) 和 (A ,fi(h)) 应 分 别 在 斜率 为 
log4 /log3 的 直线 上 , 即 我 们 可 以 近似 地 认为 
ds (W) ~ 1 以 及 ds (K) ~ log4 /log3 {3.26) 


比例 和 [T TILTTTTTT 


DTTTETTTI 
[TT BT 


对 于 G 很 难 找到 一 个 精细 的 盒 维 数 , 设 f。(4) 是 相应 于 G 的 
函数 ,不 难看 到 fc (4) 的 斜率 可 以 看 成 
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log283 — logi94 2 44 2:29 
log32 — log24 1.51 — 1.38 


2 1.31 
即 
ds(G) a 1.31 (3.27) 
另外 ,了 解 傅 维 数 与 Hausdorff 维 数 之 间 的 关系 是 重要 的 ,如 
果 及 能 被 N,(A) 个 直径 为 8 的 集 覆 盖 , 则 瑟 (AA) 志 N,(A)5. 若 
1< 上 厂 (4) = limHs( A) ,只 要 了 充分 小 ,就 有 logN,{A) + slog5 
> 0, 邑 
s & limlogN, (F)/( ~ logéd) 
所 以 
dimH(A) < dimB(A) < dmB(A) (3.28) 
对 于 任意 A CC R" 成 立 .一 般 这 里 不 能 得 到 等 号 ,虽然 对 许多 “ 相 
当 规 则 ”的 集 ,Hausdorff 维 数 与 愈 维 数 是 相等 的 ,然而 ,也 有 大 最 
使 不 等 号 严格 成 立 的 例子 . 
如 果 ; = dimB(A), 从 式 (3,20) 粗略 地 可 以 看 到 , 当 5 充分 
小 时 ,N,(A) = 8 ,确切 地 , 它 说 明 
NtA)8 一 0% ,如 果 s < dimB(A) 
Ni(A)5 一 0, 如果 s > dimB(A4) 
但 是 N,(A)8 =inf| 2 :iU.| 是 A 的 有 限 的 $ 覆盖 | ,如果 将 它 
与 H(A)= inf!Z| DO 是 4 的 3 覆盖 | 比较 ,就 不 难 发 
现 ,在 计算 Hansdorff 维 数 时 ,给 每 个 覆盖 集 U, 以 不 同 的 分 量 
| U,|’, 而 在 计算 愈 维 数 时 给 每 个 覃 盖 集 以 相同 的 分 晤 六 .所 以 可 
以 认为 盒 维 数 是 表示 一 个 集合 能 被 相同 形状 的 小 集合 覆盖 的 效率 ， 
而 Hausdorff 维 数 则 涉及 到 可 能 是 形状 相当 不 同 的 小 集合 的 覆盖 . 
由 于 售 维 数 是 用 相同 形状 集 的 覆盖 来 确定 的 , 它 计算 起 来 当 
然 比 Hausdorff 维 数 容 易 ,因而 被 人 们 广泛 应 用 . 
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图 3.9 ”大 不 列 蜂 海岸 线 的 图 形 


$3.1.4 相似 维 数 


前 几 节 我 们 曾 给 出 过 一 些 非常 特殊 的 集合 ,如 Cantor 三 分 集 ， 
Sierpinski 垫 和 Koch 曲线 等 .这 些 集 合 都 有 这 样 一 种 共同 的 性 质 : 
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其 整体 可 以 分 成 数 个 组 成 部 分 ,而 每 一 部 分 放大 一 个 适当 倍数 , 且 
经 刚体 运动 后 则 可 同 原 整体 重合 ,通常 我 们 把 满足 这 一 性 质 的 集 
合 称 为 严格 自 相 似 集 .如 Cantor 集 可 以 分 成 两 部 分 ,而 每 一 部 分 是 
原 集合 缩小 173 倍 而 得 到 的 .Koch 曲线 天 是 四 个 氏 的 1 肪 倍 而 得 
的 集合 之 并 ,而 Sierpinski 垫 则 是 四 个 原 集合 缩小 1 人 /2 倍 而 得 的 集 
合 的 并 ,对 于 同样 一 些 严 格 自 相似 集 , 应 该 有 某 种 容易 计算 的 维 
数 , 这 就 是 相似 维 数 ,其 定义 将 与 3 覆盖 毫 无 关系 . 

我 们 先 做 一 些 准备 : 

令 玉 是 R"” 中 所 有 有 界 闭 集 即 紧 集 的 全 体 ,d 满足 条 件 : 


d(x,A)= infllx—- yliy€E Al, AEK (3.29) 
ad(A,B) = maxisup[ d(x,B)IxEA],supld(ry,A)lIry EB 
(3.30) 


易 见 4 是 距离 , 称 为 Hausdorff 距离 ,从 而 K 是 度量 空间 . 
称 S:R" 一 R" 为 相似 映射 ,车 存在 0 < c < 1, 使 得 
| S(x) — S{y)} {=c|lx—-y|l,Yx,y ER 
式 中 ec 称 为 $ 的 压缩 比 . 
定理 3.3 设 5,,…,5, 是 R* 上 的 一 组 相似 映射 , 则 存在 着 慌 
一 的 紧 集 A E K 使 得 A 是 8 = 已 S; 的 不 动 点 , 即 


A = 8(A) =Us,(A) 


Y 非 空 紧 集 BE KK 有 dd(S"(B),A)—0 (m— oo%). 

证 明 由 Blaschke 选择 定理 { 独 Falconer[1985]),K 关于 
Hausdorff 距离 基 完 备 的 度量 空间 ,下 证 $ 是 压缩 的 . 

设 ce 是 S$,,…,S, 的 压缩 比 , 则 0 < c < 1, 任 取 AA, 昌 
E€ KK, 由 4 的 定义 ， 


dls(A), Ss(B)) 


= max{lsuplLd(y, S(A))|y €E S(B)),supld(x, S(B))| x € SCA)] 
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而 对 于 xE S(A),y € S(B)， 
d(y,8(A)) = d(y, US:(A)) 


< maxsupld(y, US:(A)) 1 y. € S.(B) 
< maxsupl d(y. ,S$,(A)) | y, € S.CB)} 
同样 地 
d(x,S(B)) < maxsupld(x:,$.(B)) | x, € S,(A) 
从 而 
d(S(A),S(B)) < max{maxsupld(y, 5.(A)) | y € Si(B)|， 
supld(x,$.(B)) | x € S$,(B)|| 
= maxa( Si(A),S:(B)) 
= maxcd(A,B) 


故 5$ 是 完备 的 度量 空间 KK 中 的 压缩 映射 , 则 由 压缩 映射 原理 ,S$ 有 
惟一 的 不 动 点 A. 

由 压缩 映射 定理 的 证 明知 ,Y 紧 集 BC R", 邦 有 d(s$”(B)，, 
Aj—0 (m— %). 

根据 定理 3.3, 我 们 可 以 给 严格 自 相 似 集 作 一 个 严格 的 且 略 
为 苛刻 的 数学 定义 . 

定义 3.1 ji) 称 集 A CC R" 为 严格 自 相 似 集 ;车 它 是 紧 集 , 且 


A 是 R" 中 相似 映射 S = 局 5; 的 不 动 点 . 


i 设 c1,…,cx 是 51,…,5, 的 压缩 比 , 记 d,(A) 为 方程 次 cf 
=1 的 惟一 解 ,并 称 其 为 A 的 相似 维 数 ， 
定理 3.3 还 告诉 我 们 如 何在 给 定 相似 映射 5, ,… ,5, 的 情况 
下 ,寻求 其 严格 自 相似 集 , 事实 上 Ya € R", 则 选 代 S" (a)， 
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S = 蝇 $, 就 可 逼近 所 要 求 的 严格 自 相似 集 ,由 此 可 见 , 对 于 这 种 
集合 ,我 们 可 以 借助 于 计算 机 来 求 得 . 

值得 注意 的 是 一 个 严格 自 相似 集 可 能 是 数组 相似 映射 的 不 动 
点 ,但 所 得 到 的 相似 维 数 是 惟一 的 . 

下 面 我 们 回忆 一 下 前 面 所 提 到 过 的 几 个 集合 . Cantor 三 分 集 
A 是 由 二 个 相 做 映射 Si(z) = xz/3,S,(z) = (zt+2)3 得 到 , 即 
让 = Si(A) US,(A), 而 S,,S, 的 压缩 比 都 是 1/3 ,所 以 ,Cantor 


集 的 相似 维 数 为 4. (4 ) = log2 /og3, 它 是 方程 2( 士 )* = 1 的 解 . 


Sierpinski 垫 A 是 由 三 个 压缩 比 都 为 地 的 相似 映射 5,,S2, 5 
得 到 的 , 即 A = Si1(4) US,(A) US;(A), 且 当 a = log3/log2 及 
有 3( 王 ) = 1, 所 以 ds(A) = log3/log2. 


Koch 曲线 4 是 由 4 个 相似 映射 S, ,S, ,5; ,Ss 而 得 的 , 妈 有 
= Si(4A)US:(4)USI(A)U 5S,(A), 而 每 一 个 S, 的 压缩 比 都 


是 专 且 a = log4/log3 满 足 方程 4( 二 )* = 1, 所 以 A 的 相似 维 数 为 


d.(A) = log4/log3. 

值得 注意 的 是 线段 ,正方 形 和 立方 体 都 是 严格 自 相似 集 ( 如 图 
3.10) .容易 看 到 ,它们 的 相似 维 数 分 别 为 1,2,3. 从 图 3.10 也 可 
见 ,一 个 严格 自 相 似 集 可 以 是 多 组 相似 映射 的 不 动 点 . 

下 面 我 们 举 一 个 奇怪 的 例子 , 它 是 平面 图 形 , 但 其 相似 维 数 大 
于 2， 

根据 如 图 3.11 所 示 的 步骤 得 到 一 个 严格 自 相 似 集 4 , 易 抑 和 4 
是 由 13 个 压缩 比 同 为 173 的 相似 映射 S,,S,,…, S1 而 得 , 即 和 


= Si(4)U…U Ss(A). 由 于 a = log13Mog3 是 方程 13( 于 )” = 


1 的 解 ,所 以 和 的 相似 维 数 4d,(A) = logl37/log3 = 2.335， 
从 集合 A 的 构造 可 见 , 从 第 二 步 开 始 ,图 形 已 开始 重 普 ,而 计 
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异 。 


辆 3.10 严 杭 和 白 放 让 此 强 贞 .正方形 . 冯 方 伍 


图 3.11 4, > 2 的 严格 自 相 似 集 
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算 相似 维 歼 时 由 于 把 重 状 的 部 分 重复 计算 在 内 ,从 而 导致 平面 图 
形 的 相似 维 数 大 于 2. 


$3.2 ”分形 维 数 之 间 的 关系 


在 83.1.3 中 ,我 们 已 经 知道 ds(A) 所 ds(A), 且 存在 集合 
和 点 使 得 ar(4) < ds (A), 但 是 严格 自 相似 和 集 的 各 种 维 数 却 有 下 列 
关系 . 

定理 3.4 设 $,,…,S,, 是 R" 上 的 相似 映射 ,A 己 Rn" 是 紧 集 
且 是 8 = U 5; 的 不 动 点 , 即 A 是 严格 自 相似 集 , 则 

D) dy(A) = ds(A); 

ii) 车 1S, ,… ,5S,} 满足 下 列 条 件 ; 对 有 界 非 空 开 集 V CC R"， 
有 


S(VNS(V)= HEUS(VCV 


则 有 ar(4) = ds(A) = ds(A), 

此 定理 是 重要 的 , 因为 这 极 大 地 减少 了 求 严格 自 相 似 集 的 
Hausdorff 维 数 的 困难 , 同 Falconer[19901 一 样 ,我 们 只 证 明 ii) ,在 
证 明之 前 我 们 先 给 出 下 面 定 理 . 

定理 3.5 对 于 aa,r > 0, 如 果 {V| 是 R* 中 的 不 交 的 开 
子 集 族 , 每 个 V, 包含 一 个 半径 为 ar 的 球 ,并 且 包 含 于 一 个 半径 
为 asr 的 球 中 , 则 任何 半径 为 7 的 球 B 最 多 与 (1 +2a,)"a. "个 V, 
的 闭 包 V, 相交 ， 

证 明 ”和 如果, 与 B 相交 , 则 V, 包含 在 一 个 与 B 同心 半径 
为 (1 + 2a2)r 的 球 中 ,假定 有 g 个 Vi 与 B 相交 , 则 由 于 V; 间 互 不 
相交 ,对 所 有 相应 的 在 V, 内 部 的 半径 为 air 的 球 的 体积 求 和 ,由 
此 可 得 g(ayr)"” 所 (1 + 2a2)"r" ,从 而 有 gg 小 于 或 等 于 (1 + 
2as) "a ". 

定理 3.4 的 证 明 . 令 c,,…,c, 是 对 应 于 相似 上 映射 9,,… ,5 的 

* 144 。 


压缩 比 ,对 于 YE CR" , 记 Ei 三 S; ” SS …8S (E), 且 
上 一 [ia) li ml 

从 而 有 
4A=S(4)= $(A)-= UA 


即 A 被 m* 个 集合 所 覆盖 , 现 我 们 验证 A 的 这 一 覆盖 为 它 的 
Hausdorff 测度 提供 一 个 合适 的 上 估计 .事实 上 , 因 “ = d,(A) 满 
是 


且 5S, ,…,S， 是 具有 压缩 比 为 <。,…,c， 的 相似 映射 ,所 以 
> 1 Ai. 1 = Pearse ) 1 站 1 
= (D6) (2 ) Al*=I1Al’ 


和 


Ya > 0, 取 上 充分 大 使 得 直径 | A,,…,; 1! 专 (maxc, )" [AI1< 和， 
从 而 14 pa 00)E 是 4 的 一 个 8 覆盖 ,所 以 


天 委 214 人 区 141 从 而 环 委 1A 人 区 o 
1 


下 面 我 们 再 证 明 FH"(A) > 0, 令 


1= 到 i 和 m | 


Tos = {i gu 安 qi 所 m | 
则 
I = Ul, 1 
1 
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在 IT 上 定义 p 使 得 (1 ...,; ) = (6 ss ) ,从 面 可 令 


tL) 一 DT) 三 De 9 入 = 一 1 
乓 点 


从 而 p 是 I 上 的 质量 分 布 . 

注意 到 A 中 点 与 I 中 点 以 及 也 与 人 都 可 以 一 一 对 
应 起 来 ,所 以 我 们 非常 自然 地 把 wx 变换 成 4 上 的 质量 分 布 u .4 定 
义 如 下 :YE CA 及 ,定义 


A(E) = GE 


1°2" 


其 中 X= 门 Aso. ,从 而 有 (A) = p(1) = 1, 且 
pF ) 三 pe ) 


由 于 了 是 满足 有 关 条 件 的 开 集 , 从 而 Y 的 闭 包 满足 条 件 妥 
SCV) = UP218 (TY) ,所 以 递减 的 选 代 序列 5S*(V) 收 合 到 入 . 竺 
别 地 ,Y 忆 4 ,从 而 对 每 一 有 限 列 (站 本 Ai i， 


设 B 是 任意 半径 为 < 1 的 球 , 且 集 郝 .， 与 集 A 站 B 相交 . 
设 i 是 无 穷 序 列 (i 2 满足 下 式 


(minci)r & er ca ss < 妇 7 {3.31) 


二 


的 一 个 分 量 , 并 用 Q 表示 所 有 这 样 的 有 限 列 (i ,… ,i) 所 组 成 的 
集合 , 故 对 Y 无 穷 列 (i ,…, 坟 ,…) E 了 , 必 存 在 着 某 个 ,使 得 
(GE 入. 因为 Yi 和 …， Vs。 互 不 相交 ,所 以 对 每 个 (i ，…， 
和 Vieia" Vein 也 是 互 不 相交 的 .将 此 与 开 球 套 方法 (如 
图 3.12) 相 结 合 ,可 知 开 集 类 | 《GE 蛋 | 中 都 是 
两 两 不 交 的 , 现 取 a, 和 a, ,使 得 V 含有 一 个 半径 为 a 的 球 ,并 合 
于 一 个 半径 为 es 的 球 中 , 则 对 于 (二 2)E QQ@, 集 Vi,…,, 会 有 
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3.12 


一 个 半径 为 1 的 球 , 且 含 于 一 个 半径 为 CC 的 


球 中 ,因此 也 就 包含 在 一 个 半径 为 ear 的 球 中 (由 3.31). 设 Qi 下 
示 那 些 在 Q 中 的 使 B 与 V, ..,。 相 交 的 序列 (i,,…, 吉 ), 由 定理 
3.5, 0 中 的 元 素 个 数 不 会 超过 G8 一 《1 十 2aa )"ai” ,于 是 


1(B)=p(ANB)= pili a) X, .1 EAND 
plUo T,-.,,l 
这 是 因为 ,如 果 X; .，€ A 几 B CUoV, .…., ,那么 存在 整数 使 
得 (i ,…, 埃 ) € Q1, 利 用 (3.31) 式 ， 
k(B) < Da pls) = Ds )” 
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-一 一 一 六 
so) 7 和 


2 uv) A\ 


Sor Eg (3.32) 


因为 ¥ 集 品 都 含 在 半径 为 1 如 | 的 球 中 ,所 以 Ap) 和 91D1， 
从 而 对 A 的 任 一 5 覆盖 i U1, 有 


l= pA EYU) EE DlU) 9D) 1 UV, (3.33) 


对 5 覆盖 取 下 确 界 得 Hi(A) 之 g ,从 而 下 (4A) 之 9 .因此 我 们 
证 明了 对 于 a = d.(A) 有 0< H(A)<%, 即 dy(A) 扎 a. 
进一步 地 ,我 们 证 明 ds(A) = ac, 即 只 需 证 dp(A) 志 a. 
设 眉 如 上 所 述 . 由 (3.31) 知 ,车 (i,,…, 旨 ) 千 Q, 则 必 有 对 于 
{二 1,… ,myj 二 j(L) 使 得 Ci) EQ, 即 r 
之 cc; 则 YL = 1,…,m 有 ; = j(!), 使 得 


{minc)r 安 Ca Ce Ch CC Gh, rr (3.34) 


从 而 有 吕 a (ci …c )* = 1. 因 此 ,由 (3.31) Q 中 元 素 个 数 不 超 过 
(minc, ) 了 “. 对 于 已 的 每 一 序列 (i 二) ,有 
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(Vi l= 6c TYI 和 rr1VYI (3.35) 
而 4 CUoy， + ;所 以 和 A 可 以 被 (minc; ) “r“ 个 半径 为 | Vv | 
的 球 所 覆盖 .对 于 1 = r>1VY1;, 有 m(4) 扫 (minc) 中 ,所 以 
ds(A) = limlogn,s (A)/Aogé 


log(minc,) “ + alogr'! 


< ry = a (3.36) 
从 而 
a= di(A)S dA)Sd(A)Ea 
即 
dr(A) = ds(A) = d,(A) (3.37) 
从 以 上 证 明 还 可 以 看 到 ,车 开 集 条 件 不 满足 , 则 有 
dn(A) = ds(A)< dd.(A) (3.38) 


若 A 是 由 图 3.11 所 构造 的 图 , 则 有 
du(A) = ds(A) 2d(A) = logl3/log3 (3.39) 


值得 注意 的 是 ,应 用 此 定理 ,关键 在 于 验证 开 集 条 件 ,Cantor 
三 分 集 的 开 集 条 件 是 显而易见 的 . 事实 上 , 取 Y = (0,1), 贡 
SCV) = (0,1/3),S.(V) = (223,1), 则 有 S1(V) US CVD) CO 
VV, 所 以 Cantor 三 分 集 的 Hausdorff 维 数 和 盒 维 数 都 是 log2 /log3. 

Sierpinski 垫 A 的 开 集 条 忻 也 是 易 见 的 , 取 VY 为 所 的 内 部 ( 见 
图 3.4), 则 SC(VY),S:(Y),S:(Y) 分 别 是 五 | 的 三 个 黑 三 角形 的 
内 部 ,从 而 有 dn(A) = ds(A) = log37log2. 

Koch 曲线 的 开 集 条 件 则 并 不 是 直接 可 以 看 到 的 , 取 Y 为 以 
Es 为 底 边 的 等 边 三 角形 的 内 部 ( 见 图 3.5), 则 Si(VY),S:(Y)， 
Ss(V) 和 S,(V) 分 别 是 以 E, 的 四 条 直线 段 为 底 按 的 等 边 三 角 

， 149 。 


形 的 内 部 ,从 而 有 SI(V)U SV)U SAV)U SA(V)CV, 生 
S,《V) 互 不 相交 ,从 而 Koch 曲线 的 Hausdorff 维 数 各 盒 维 数 都 是 
log4 /log3. 


$3.3 ”分 形 维 数 的 计算 


奇人 收 吸引 子 的 结构 具有 分 形 特征 ,因此 常用 分 维 值 来 定 景 表 
示 ,分 维 值 指出 了 动力 系统 的 有 效 自由 度 , 从 而 揭示 了 奇怪 吸引 子 
的 复杂 程度 . 

分 维 的 定义 有 很 多 种 ,而 且 不 同 的 定义 其 最 终 的 值 也 稍 有 差 
别 . 目 前 用 得 较 多 的 分 维 概念 主要 有 Hausdorff 维 数 Da , 计 盒 维 数 
DD。 ,信息 维 数 D, ,关联 维 数 D: ,广义 维 数 DD, 等 ,以 上 各 种 维 数 定 
义 中 ,D。 有 着 较为 有 效 的 数值 计算 方法 . 

相对 于 计 盒 维 数 的 算法 ,关联 维 数 DD, 的 算法 具有 以 下 几 方 
面 的 优点 ， 

全 关联 维 数 算法 只 需 通过 对 相 点 的 距离 进行 统计 就 可 计算 
分 维 , 易 于 实现 . 

名 关联 的 动力 范围 为 O(N’), 而 计 盒 维 数 的 动力 范围 为 
CON) ,按照 对 数 意义 ,关联 积分 的 动力 范围 是 计 盒 维 数 算法 的 两 
售 ， 

@ 计 盒 维 数 算法 需要 来 用 大 小 不 同 的 格 栅 改 盖 相 点 演化 序 
列 , 对 有 相 点 的 格子 进行 计数 ,这 需要 在 计算 机 图 形 公 式 下 进行 ， 
有 时 还 要 进行 人 工 处 理 , 因 而 , 常 借助 于 大 型 计算 机 ,Grassberger 
和 Procaccia 提出 的 关联 维 数 算法 一 般 可 在 高 档 微机 上 进行 . 

名 在 高 维 相 空间 中 , 计 盒 维 数 算法 受到 实用 上 的 限制 . 鉴于 
上 述 原 因 , 在 计算 分 维 时 ,目前 广泛 采用 G-P 竺 法 而 不 采用 计 盒 
维 数 及 其 他 维 数 . 


$3.3.1 关联 维 数 的 统计 估计 


Hausdorff 维 数 给 出 了 一 个 直观 生动 的 维 数 定义 , 但 计算 
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Hausdorff 维 数 却 是 十 分 不 方便 的 . 
维 数 在 几何 直观 上 可 以 表示 为 Y 一 x? ,其 中 V 是 某 种 测度 ， 
r 表示 测量 的 尺度 ,这 样 ,在 直观 上 定义 


D = lim 一 -- {3.40) 


(3.40) 式 定义 了 集合 的 局 部 维 数 ,整个 集合 的 维 数 应 是 各 局 部 维 
数 的 某 种 平均 ,对 于 相 空间 中 的 混沌 吸引 子 4 , 若 8E4, 定 义 B 
的 测度 为 


AtB) = lm bl ex0) ld (3.41) 
其 中 9, 为 动力 学 系统 ,x 为 初始 状态 
1 x€B 
T(x) -| (3.42) 
0 xEB 
8 的 尺度 定义 为 其 直径 
2(p8) = supllzx-yl xyERBl (3.43) 


其 中 sup 为 集合 的 上 确 界 , 上 。 | 为 相 空 间 的 范 数 . 
可 定义 范 数 为 


1zl = (3121) (3.44) 


5 范 数 为 Eudidean 范 数 ,co 范 数 为 最 大 值 范 数 . 记 B.C(r) 为 中 心 在 
相 点 x, 半径 为 + 闭 球 ,B,(r) = p(B,(r)), 则 在 相 点 x 外 的 逐 点 
维 数 定义 为 
In B.(r) 

lnr 
和 逐 点 维 数 是 一 个 局 部 概念 ,整个 集合 的 维 数 需 对 其 求 平均 ， 


Dr (x) = lim (3.45) 


De = | De(z)du(z) (3.46) 
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Grassberger 和 Procaccia 提出 了 对 逐 点 维 数 进行 算术 平均 ,从 
而 推出 了 关联 维 数 算法 . 
设 1r ,i = 1,2,… ,NN| 为 实验 测 得 的 相 空 间 中 N 个 相 点 值 ， 


今 
C(r) =< (7) >= 池 台 B,(r) (3.47) 
定义 关联 维 数 为 
D, = lim LEC (3.48) 
(3.47) 中 
B, (7) ~ 9x :i¥j 有 lx -x lr (3.49) 


N-1 


其 中 # 表示 满足 条 件 的 相 点 数目 . 
由 于 动力 系统 实测 数据 之 间 不 可 避免 地 存在 着 自 相 关 性 ,为 
了 减少 或 基本 消除 由 于 这 种 自 相关 性 所 造成 的 影响 , 记 


网 2 N N~-n 
C(r,N,W) ETN— WiINN- Ws Hr -! xirn — Xi |] 
(3.,50) 
其 中 N 为 样本 量 ,W 为 与 系统 背景 有 关 的 参数 ,日 为 Heaviside 阶 
路 函数 . 
(3.50) 式 中 , 当 太 一 oo 时 
dm Cr,N, WwW) = F(r) (3.51) 


F(7) 的 教学 意义 十 分 明显 , 它 表 示 数 据 集中 的 点 x; 和 x 距离 的 


分 布 函数 : 
Fl(r)= Pll x -x I<r|l 
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d, = lim ET (3.52) 
7 一 和 nr 
考虑 到 (3.52) 中 的 极限 形式 ,F(r) 可 写 为 
Flr) = (过) 外， 0<r 人 ro (3.53) 


现 从 样本 中 取 M 个 独立 的 子 样 ,它们 分 别 在 半径 为 x ,rs，… ,rw 
的 球 内 .为 了 估计 动力 系统 实测 数据 的 维 数 4, ,采用 极 大 似 然 函 
数 的 估计 方法 ,由 (3.53) 式 , 其 概率 密度 为 


dF(z) ds x2 


f(z TI) = 0<zr 人 re (3.54) 
取 似 然 函数 
L= Im (3.55) 
则 - 
=— Minro + 部 + 2 mr (3.56) 


由 (3.56) 式 可 得 d; 的 极 大 似 然 估计 为 
,= | 十 nc | 0<rRRr (3.57) 


同时 可 求 得 估计 值 d, 的 方差 为 


alnF( 和 ,ad ) - 


var(a) =- E| aa 


(3.58) 


由 (3.58) 式 可 知 ,Var(a;) 与 所 取 的 样本 的 个 数 成 反比 ,实际 问题 
适当 取样 本 大 一 些 可 减少 Var(a3 ) ,以 便 使 4, 的 估计 值 更 准确 . 
由 于 实际 问题 中 N 的 取 值 不 可 能 无 穷 大 而 要 受到 实际 问题 
的 限制 , 取 r=1 x 一 x 1; 则 (3.57) 中 a; 的 极 大 似 然 估计 和 值 为 
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_ 1. Ny ro -1 
d, = [DD wes)] (3.59) 


其 中 WW = H(ro -rs) 和 = 9》 W,. 
i 


3.3.2 关联 维 数 算法 的 误差 分 析 
假设 V,(R) 表示 球 心 在 原点 半径 为 R 的 = 维 球 的 体积 , 即 


VR)=— TR (n=1,2,3,…) (3.60) 
rT(F+1) 
令 Vo (i,r) 表示 中 心 在 i 点 ,半径 为 + 的 DD 维 球体 的 体积 
则 


D 
7 


rs+1) 


(3,50) 中 Clr,NN,W) 可 写 为 


r? 《万 为 大 于 零 的 正 数 ) (3.61) 


Vp(i,r) 二 


Clr,N,W) 三 mw wo Hr Xi Xi 1] 
_ 相 点 间距 离 小 于 > 的 相 点 对 数目 (3.62) 
“所 有 和 下 对 要 和 “3 


开始 时 > 取 值 很 小 ,包含 于 半径 为 ~ 中 的 点 集 对 的 个 数 近乎 为 0， 
C(r,N,W) 近似 于 零 , 随 着 r 的 增 大 ,C(tr,N,W) 也 在 增加 ,但 
如 果 点 集 具 有 确定 性 的 行为 ,C(r,N,W) 的 增长 与 7 的 增长 保持 
某 种 对 应 关系 , 即 点 集 的 维 数 基本 上 恒定 的 .如 果 ~ 的 值 超过 点 集 
的 半径 , 则 Clr ,NN ,WW) 的 值 便 不 再 增加 , 即 趋 于 饱和 . 

我 们 不 妨 假 定 有 N 个 点 均匀 分 布 在 一 个 DD 维 的 半径 为 民 的 
超 球 体 中 , 则 此 超 球 体 的 体积 满足 (3.61) 式 , 根 据 我 们 的 假设 ,可 
定义 每 个 点 所 占据 的 超 几何 体 体 积 为 


Vo(R) 


(3.63) 


Vo 二 
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如 图 3.14 , 则 区 何 dz 内 点 的 数目 为 


， Vo(zx + dzx) — Volx) 
dr RN 


_ NX” Ddzr 


= - 闸 去 {3.64) 


HA 


图 3.14 


则 点 集落 人 圆心 为 第 i 点 ,半径 为 r 的 吕 维 超 体 积 Vo(i,r) 内 的 


Vop(i,r) 
概率 为 = -Ry ' 则 及 个 点 中 有 ?个 落 人 这 样 的 万 维 超 球体 


内 的 概率 为 Ptn) = Cur(t - 2) ,根据 泊 松 定理 N 一 + co， 
tk 一 0 时 ,Nu = 和 1, 故 


NVo(i,r) 
A = RY {3.65) 


4 为 落 入 球 Vo (i,r) 内 的 点 集 的 个 数 的 数学 期 望 , 则 


一 让 
Pln) ~ 4 , 


C(r,N,W) = DE (3.66) 
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假设 NN 个 点 中 有 M(r) 个 点 落 人 与 球 心 i 距离 不 超过 RRR-r 的 
区 域内 ,于 是 有 N - M(r) 个 点 落 人 这 一 区 域外 (但 在 Vb(R) 内 ). 
Mr) = VCR) "Vl(R-r)2 NI(l1 -全 ) 


NDr 
R 


N- MI(r)= 


则 
SNVe(ir) ~ NV(i,r) 
Clr,N,W) = Ry 
Cr ) 乞 Vo(R) i= M(r)+1 Vo R 
_ MI(r}Nr® SY NV(i,r) 
R + (2R) 
下 面 计算 (3.67) 中 第 二 项 .如 图 3.15, 工 是 超 球 体 贺 心 到 边界 的 
趾 离 , 则 0 所 工 志 7, 落 人 工 到 LL + dL 内 的 点 集 的 个 数 为 


(3.67) 


du (L) = RS [VR L)_ VR-L-dL)) 


NodL 
= 一 及 (3.68) 
利用 切片 技术 , 超 DD 维 球 缺 的 体积 为 
VotL)= Ko (r: x) dx (3.69) 


式 中 Kp_| 为 DD -1 维 ,半径 为 1 的 球 的 体积 


丹 


3 NV(i,r) 


i= M(r}+l 


_ ND rr "2 
ER Voor 


Bb-1l 


2 - 如 -1 


D-1 


+ jaz| Kp (rz - zx) ”aL | 
0 二 
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-RAR . Kp. [下 cos?"gd0 — 『 cospbsingdg | 


D+i 
ND pil vxr( 7 ) 1 
* Kp-i 


RVR) ro 2) -DriI 
2 
D+2 
2 D+l Tn(———) 
- 立 yn 1 1 D+ (3.70) 
(DT 了 (二 一 


图 3.15 


将 (3.70) 代 人 (3.,67) 式 可 得 


r(D+2) 
Cr,N,W) = Rr - DN on 1 2 
R (D+ DY PFC 宁 ) 


(3.71) 
采用 点 集 的 关联 维 数 Y 的 概念 : 
InC{kr) — InCtr) _ Cerj 二 inC(r) (3.72) 


niRkr)} 一 lnr 


V= 


在 (3.67) 中 取 M(r) = NN, 则 有 
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2 D 
C(r,N,W) = 二 六 (3.73) 


将 (3.73) 式 代 入 (3.72) 式 便 有 VYV = DD, 这 说 明了 对 (3.71) 式 估 


计 的 准确 人 性 , 亦 说 明 (3.72) 式 中 VV 的 误差 是 由 (3.71) 式 中 第 二 项 
所 引起 , 取 


ro 十 2) 
__ DN 1 | 5 
AC(r) = 一 RD RE I (3.74) 
由 于 AC(r) 较 -5 小 得 多 ,为 简便 计算 , 取 
C(r,N,W) = Dr (3.75) 
则 由 AC(r) 引起 的 Y 的 误差 4V 便 为 
ATY- Se AC] 
7 Crr) 
D+2 
ep zf (3.76) 
Ink DriR Vrr(De) : 
$3.3.3 懈 入 维 数 与 分 维 数 关系 分 析 研 究 
利用 式 (3.52) 可 以 推 得 
.logsC,.(r) ,. dlog,C.(r) 
Dm = lm “lm (3-77) 


mm 为 髓 人 维 数 
C7) = lim, HAT DHE? -1 Ym) ~ Yi(m) 1] 


(3.78) 
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这 里 Ym) = 《zziryziiaryzita br) 末 为 Heaviside 郑 
数 ,r 是 维 球 的 半径 ,可 采用 (3.79) 式 作为 计算 分 维 数 DD, 的 近 
似 估 计 公 式 : 


t 


! log ri)logz Cr ) 一 > log: Co (ri) 
1 Dlog(r,) - (Dlogs(r,)) 


D,(m) = -一 


(3.79) 
根据 符 人 定理 , 令 向 量 了,,.(m) 满足 (3.80) 式 


Ytm) 三 (yi 1 $i,2 村 三 gy (7m)) (3.80) 


即 
Mitrl = Viz 
Virr,2 = 外 ,3 
Jirrg = 外 ,tt = By + Yi,2 本 (3.81) 
Bit rm—l = Di,m 三 DP(y., Vim a Vim) 
Bitrim 二 Dy sy.2 1 Yim ) 
定义 


Se(r)= DH[r -1 Yk) — Y,(R)1] 
& 为 湛 人 人 维 数 ,县 满足 (9g 志 上 寺 mm). 
可 以 证 明 , 在 计算 关联 维 数 时 ,不 管 采用 上 .上 ,还 是 |- 用 - 
或 采用 两 者 之 间 的 所 有 范 数 ,结果 都 是 相同 的 . 所 以 ,可 定义 两 向 
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量 Yi(e) 及 了 0() 之 间 的 蝶 离 为 co 范 教 : 
| Y(R) 一 (R) 上 = max | ye — .| (3.82) 
其 中 1 二 a 盛 上 有 , 这 样 ,我 们 有 
max max | ys 一 Je 1 一 于 (3.83) 


由 于 + 很 小 ,我 们 可 以 将 yj. 在 yc 附近 展 成 Taylor 级 数 , 现 展 
到 第 二 项 : 


Ve+tl 一 Dy yn Yi- +2 1) 


By q+ Yk- gt22 ) 


a9 
By Yt qtl Yert) 


8 


— a 
+ 了 Yi s+2) 十 二 By 一 ic) 


(3.84) 
这 样 ,我们 便 得 到 


《ya Vik+l ) | 


A Er — yi gt) + 元 (era 一 站 全 942 
二 十 Fy 一 入) 

二 Er — ya) | + on 一 入 eta 
t+ 十 sac 一 3) (3.85) 

由 于 
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BEd | a | a ( 
9 1 | 一 一 3.86) 
| Gh 942 Os 


依赖 于 Y,(&), 且 对 所 有 的 Y, (Ek) 其 均 连 续 , 所 以 (3.86) 式 为 定 
值 ,应 用 (3.83) 式 ,我们 得 到 
max | yier ~ Vier [~ rr (3.87) 


对 于 一 定 的 嵌 人 维 数 上 ,和 固定 的 王 迟 时 间 z, 则 向 量 也 (E) 的 个 
数 M--N-(k 一 1)r = N ,这样 便 有 


ST) ~ Simlr) oe re (3.88) 
换 句 话说 ,在 球 Vp(Y;(m),r) 内 Y(k + 1) 和 Y,(&) 的 个 数 相 
同 ,这 样 便 有 
Cr) 一 Crfr)oc re {3.89) 
应 用 相同 的 办 法 ， 
Cr) ~ Cr ~ Co (r) or (3.90) 
这 样 ,相关 维 数 即 可 被 估计 为 
Di(g}~s Dilg+l)~ oe Dm)a dy (3.91) 
即 计 算 D; 时 ,如果 已 略 去 噪声 的 影响 ,我 们 只 要 取 略 大 于 原动力 


系统 维 数 估计 值 的 整数 作为 嵌 人 维 数 ,在 理论 上 对 D, 的 计算 都 
不 会 产生 影响 . 


$3.4 “分形 与 混沌 


分 形 ,混沌 有 着 各 自发 展 的 历史 ,但 由 前 面 可见 ,分 形 也 可 视 

为 产生 于 一 个 渴 代 系统 的 动力 行为 ,这 表明 了 它 与 混沌 之 间 存 在 

着 根本 的 联系 ,它们 有 着 一 个 共同 祖先 , 即 Poincare 的 动力 系统 . 

混沌 主要 关心 的 是 非 线 性 动力 过 程 中 所 呈现 出 的 各 种 复杂 性 质 ; 

而 我 们 说 分 形 是 一 门 几何 学 , 它 更 注重 的 是 对 某 一 动力 行为 产生 
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的 吸引 子 的 考察 . 
53.4.1 自 相 似 集 


自 相似 集 是 自前 研究 得 比较 清楚 的 一 类 分 形 集 . 自 相 似 集 直 
观 上 最 本 质 的 特征 是 它 的 局 部 与 整体 相似 . 也 就 是 说 ,将 该 集 的 任 
何 一 个 充分 小 的 局 部 放大 适当 倍数 , 它 的 形状 就 和 整体 一 致 .例如 
我 们 在 前 几 节 已 经 介绍 了 的 Cantor 三 分 集 .Koch 曲线 ,Sierpinski 
垫 和 地 种 等 ,它们 都 是 自 相 似 的 ， 

1981 年 ,Hutchinson 给 出 了 自 相似 集 的 严格 数学 描述 :一 个 变 
换 w:R" 一 R" 称 为 压缩 变换 .如 果 VYxyE R 和 实数 0< c< 
1, 


d(wlx), y(y)) SE cd (x,y) (3.92) 


使 上 式 对 所 有 *,y 成 立 的 < 值 的 下 确 界 称 为 压缩 比 , 等 号 成 立时 
的 压缩 变换 将 R* 的 每 一 个 子 集 变换 成 与 自身 相似 的 集 ,叫做 相 
似 变 换 ,压缩 比 < 就 是 相似 的 标 度 因子 . 

我 们 知道 ,平面 上 所 有 相似 变换 的 集合 在 变换 的 复合 (乘积 ) 
运算 之 下 构成 一 个 四 维 的 变换 群 , 称 为 相似 变换 群 , 正 交 变 换 群 是 
它 的 一 个 特例 ， 

根据 Klein 的 观点 , 自 相 似 分 形 几 何 的 实质 是 研究 分 形 集 在 相 
似 变 换 群 作用 下 的 不 变性 质 和 不 变量 .事实 上 , 自 相 似 集 本 身 就 是 
相似 变换 之 下 的 不 变 集 ， 

集合 忆 伺 R" 称 为 压缩 变换 w, ,wz ，…，,w。 下 的 不 变 集 ,如 果 


E =Uw(E) (3.93) 


集合 EE 称 为 自 相 似 的 , 如 果 压 缩 变换 iw 是 相似 变换 , 使 
(3.93) 成 立 且 存在 ;使 HI(E) >0, 对 i 关 j， 


H(w(E)N ww(E)) = 0. 


定理 3.6 已 给 R 上 的 压缩 映射 族 | Wi | 产 ， 压 缩 比 0< < 
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1, 即 

ad{(wW,(r), yy)) SA cd(r,y) 
yxyE RO0<e <1,7=1,2,..,7, 则 存在 惟一 非 空 紧 集 EE， 
使 得 EE = w(E) = UmiwW(E), 并 且 , 若 下 是 R" 的 任意 紧 集 , 则 在 
Hausdorff 距离 的 拓扑 意义 下 次 (F) 一 EE kk. 

本 定理 说 明了 自 相 似 集 是 一 馈 相 似 变换 下 的 不 变 集 ,对 有 限 
序列 11 ,2,… ,rm| 的 所 有 排列 {ji ,i ,… ,1) ,1 jj 入 m ,可 以 证 
明 EE 是 映射 gg 。 风 ,。…。 了 的 不 动 点 的 闭 包 ， 

下 述 定理 用 以 估计 不 变 集 的 Hausdorff 维 数 . 

定理 3,.7 车 | Lh I 是 R" — RR" 的 一 族 压 缩 映 射 ,如 果 

gA(x,y) SE dE WN)) EE rid (x,y) 
(i = 1,2, ,m0< gr < 1) (3.94) 
xyE 六 ,V 是 E 的 某 一 开 集 ,满足 当 i 关 j 时 
y VN wvV) = GG, 1,j=1,2,%,m (3.95) 
则 Ds(E)E€[s,t], 而 s,z 是 方程 


Dg=1= Dr (3.96) 


的 解 .车 对 某 些 i 关 j ,yw(V)N 们 wl(V) 关 名 , 则 Dn(E) 坊 t 成 
立 . 

定理 的 一 个 特殊 情况 是 | yj 1 为 一 列 相似 变换 ,这 时 0 < & 
= rt << 1. 自 相似 集 的 严格 定义 就 是 忆 对 某 一 列 压 缩 相似 变换 


[wii 满足 
E=Uw(E), wlE)NY(E)Y, 


1 夺 i 和 jj 志 mm (3.97) 


用 递归 方法 生成 的 自 相 似 分 形 集 , 当 生 成 元 的 每 个 直线 段 等 
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长 时 , 则 相似 比 ” = r+， = … = mm = ,这 时 分 形 集 的 Hausdorff 
维 数 ; 为 
s = logm /log 二 

由 此 可 以 知道 ,三 分 Cantor 集 的 Hausdorff 维 数 Du = log2/ 
log3. 对 Sierpinski 垫 FF, Dy = log3/log2， 即 是 方程 沧 (二) =1 的 
解 , 因 为 下 是 三 个 压缩 比 为 172 的 相似 映射 下 的 不 变 集 ,这 些 映 
射 把 三 角形 E。 变 成 EE, 中 的 三 个 三 角形 . Koch 曲线 Du = log4/ 
log3. 

例 4 修改 的 Koch 曲线 .固定 0 < a 所 173, 去 掉 单位 区 间 开 
正中 与 全 长 比例 为 a 的 一 段 区 间 , 并 用 与 之 组 成 等 边 三 角形 的 另 
外 两 边 代 替 ,把 这 样 的 过 程 反 复 地 进行 下 去 而 构造 出 曲线 下 , 称 作 
修改 的 Koch 曲线 , 它 将 五 映射 到 五 中 的 4 个 相似 映射 下 的 不 变 


集 . 对 照 定理 3.7, 这 里 取 Y 为 底 边 是 1 ,高 是 /372 的 等 腊 三 角形 ， 


其 Di(F) = Da(F) 是 方程 2o + 2( 于 (1 - <)】 = 1 的 解 


像 上 述 这 样 的 曲线 的 构成 过 程 下 以 统一 理解 为 由 一 个 生成 元 
(直线 段 图 形 ) 或 与 之 相似 的 直线 段 图 形 作为 生成 元 并 不 断 地 通 
过 相似 映射 选 代 而 成 (如 图 3.16 一 图 3.18)， 


(a) 生成 元 《b) 极限 曲线 


图 3.16 Dn 是 3( 子 》 + 2( 二 ) = 1 的 解 ,s = 1.34 


车 集 EE 的 自 相 似 性 质 只 在 统计 音义 上 成 立 , 则 说 EE 是 统计 自 
相似 的 ,把 小 部 分 放大 以 后 , 它 与 整体 有 相同 的 统计 分 布 , 自 然 界 
中 的 分 形 ,大 都 是 统计 自 相似 的 . 

， 164 “。 


(4) 生成 元 (b) 分 形 曲线 
所 3 .17 上 8&vzted = 上 
&) 后 成 元 fb) 极限 曲线 
图 3.18 树枝 状 分 形 


Dr = Ds = ]IogS/log3 = 1.465 


另外 还 有 一 类 广泛 的 分 形 ,只 具有 拟 自 相似 性 ,它们 是 自 相似 
的 推广 ,如 有 面积 前 Cantor 集 和 Cantor 曲线 . 复 解 析 上 映照 的 Julia 
集 包 表现 出 拟 自 相似 性 . 


和 3,.4.2 自 仿 射 集 


我 们 已 经 夏 到 , 自 相似 集 沿 各 个 方向 的 伟 缩 率 都 相等 .在 前 节 
定义 的 压缩 比 为 r 的 相似 变换 将 一 点 x = (zi，…z,) E R* 变换 
成 点 rx = 《rzi,… ,rz ). 车 所 定义 的 变换 沿 各 个 方向 的 伸缩 率 
不 全 相同, 设 = 《ri ,ri,…,r,), 则 我 们 得 到 自 仿 射 集 是 将 点 
x 二 《x1 ,ZT2，' ze) 变换 成 点 (rz ,7X2 TT,). 更 一 般 她 ， 
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一 个 映射 S$:R" 一 R" , 称 为 仿 射 变换 , 若 
S(x)= Tr+h xE€R’ (3.98) 


这 里 本 是 R” 上 的 线性 交换 ,了 T 可 以 表 成 一 个 nx X 革 阶 矩 阵 , 且 
det( 了 ) 关 0, 而 b&b 是 R"” 中 的 一 个 向 量 . 

RR* 的 一 个 子 集 下 称 为 自 仿 射 集 ,如 果 下 是 一 族 仿 射 压缩 变换 
19, 1 的 惟一 不 变 紧 集 . 

仿 射 变换 是 平移 旋转、 伸缩 可 能 还 有 反射 的 合成 . 欧 氏 平面 
内 全 体 仿 射 变换 的 集合 构成 一 个 六 维 的 变换 群 . 称 作 仿 射 变换 群 ， 
按照 Klein 的 观点 , 自 仿 射 分 形 几何 的 实质 , 即 研究 分 形 集 在 仿 射 
变换 群 作 用 下 的 不 变性 质 与 不 变量 , 自 仿 射 集 正 是 仿 射 压缩 变换 
下 的 不 变 集 . 

由 于 相似 变换 群 是 仿 射 变换 群 的 子 群 ,因此 , 自 相 似 集 是 自 仿 
射 集 的 特例 , 自 仿 射 集 是 自 相 似 集 的 推广 . 这样 ,我 们 很 自然 地 也 
想 将 自 相 似 集 的 维 数 公式 (3.98) 推广 到 自 仿 射 集 ,希望 维 数 公式 
依赖 于 仿 射 变换 ,并 由 仿 射 变换 的 矩阵 和 向 量 表达 出 来 ,但 是 实际 
情形 却 复杂 得 多 .我 们 通过 下 述 的 两 个 例子 来 说 明 . 

例 5 设 5,,S, 是 R" 上 的 仿 射 压缩 映射 ,它们 分 别 把 正方 形 


映射 到 如 图 3.19 所 示 的 边 长 为 元 和 0 < 。 < 本 的 两 个 矩形 R,， 


R, 上 ,矩形 R 与 y 轴 的 距离 为 4, 若 下 是 S, 和 $: 的 不 变 集 , 则 当 
A >0 时 ,Day(F) 之 1; 但 当 4X = 0 时 ,Dn(F) = log2/[ 一 (loge)] 
<1. 

设 4 > 0( 图 3.19(a)), 则 第 步 的 构造 E, = SS 


5; (EE) 包含 有 边 长 为 2* 和 的 2 个 矩形 ,并 且 E, 在 z 轴 上 的 投 
影 包 会 区 间 [0,24]. 因 为 = 介 ;-,E,, 所 以 下 的 投影 也 包含 区 间 


[0,24]. 另外 用 映射 的 先 代 也 能 说 明 这 一 点 . 车 5(x) = 地 


S,(x) = 于 zx +1 是 两 个 R ~ R 的 映射 , 则 下 的 投影 必 是 5 和 5， 
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3.19 自 仿 射 焦 维 数 的 不 连续 性 


下 的 不 变 集 ,而 $, 和 Ss 的 惟一 不 变 集 为 [0,24]. 

若 1 = 0( 图 3.19(b)) ,情况 就 变 了 .EE 由 2" 个 左 端 紧 区 9 
轴 、 边 长 为 2* 和 e* 的 矩形 组 成 ,局 包含 在 罕 条 |(z,y) 0< 委 = 
扫 2 | 之 内 . 令 & 一 oo, 则 可 见 六 是 包 售 在 y 轴 上 的 均匀 Cantor 
集 . 它 可 以 君 成 从 每 个 区 间 的 正中 反复 去 掉 一 长 度 比 为 1 - 2e 的 
线段 而 得 到 的 ,于 是 Da(F) = log2/- (logs)] < 1. 

例 6 把 单位 正方 形 E。 分 割 成 按 p x g 排列 的 边 长 各 为 1/p 
和 1/9 的 和 矩形 ,其 中 p 和 4g 都 是 正 整 数 且 p < q. 从 这 些 入 形 中 选 
取 一 个 子 集 类 组 成 E ,并 且 用 N, 表示 第 j 个 柱 集中 选 出 的 矩形 
教 ,1 委 j 和 加 .如 图 3.20 按 通常 的 方法 重复 这 个 过 程 , 即 把 瑟 : 中 
的 每 个 拭 形 用 已; 的 一 个 仿 射 拷贝 代替 . 设 下 是 这 一 过 程 的 极限 


py 
.9 

了 学 
| 


2 
| 


* 167 * 


集 , 则 


Dr (下 ) = log y Newen /logp (3.99) 


jel 


Das{F) = Es 十 oa PN )Nogg (3.100) 


其 中 p, 是 至 少 包含 E, 的 一 个 矩形 的 柱 集 数 . 

前 几 步 构造 如 图 3.21 所 示 . 在 这 个 例子 中 , 维 数 不 仅 依赖 于 
每 步 选 出 矩形 的 个 数 , 同时 与 它们 的 位 置 有 关 , 而且 Dn(F) 和 
Ds( 下 ) 一 般 不 相等 . 


图 3.21 下 的 前 几 步 构造 


上 述 两 例 是 相当 特殊 的 ,对 一 般 自 仿 射 集 的 维 数 公 式 , 有 下 述 定 


理 . 
定理 3.8 设 S,,…,S, 是 按 (3.98) 定义 的 仿 射 变换 ,其 中 


1 T1472, 是 线性 压缩 变换 , 若 F 是 满足 
F =U(TF+ 6,) 


的 仿 射 不 变 集 , 则 Dia(F) = Ds(F) = d(Ti,…,T。) 在 m 维 
Lebesque 测 度 意 义 下 对 几乎 所 有 的 (5,,… ,65。)E R”" 成 立 .这 
里 
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d(T, ,TT ) 


> (3.101) 
=inf|s! DPT TD) < | 
41 天 


(TT) 三 站 1 《3.102) 


1a, hi! 是 线性 变换 工 ; R" 一 R* 的 奇异 值 , 目 1 > we 之 my 六 区 
au 2 100 和 5 之 10,r 是 满足 r-1<xs< 扫 rr 的 整数 . 扩 是 序列 fi， 
lm 人 1 过 委 有 ) 组 成 的 集 . 

另外 , 若 分 形 集 的 自 仿 射 性 质 只 在 统计 意义 下 成 立 , 则 称 为 统 
计 自 仿 射 的 . 


$53.4.3 随机 分 形 


前 面 的 讨论 让 我 们 了 解 到 可 以 通过 相似 变换 与 仿 射 变换 来 生 
成 分 形 图 形 ,但 如 自然 界 中 的 海岸 线 ,天 空中 的 云彩 等 复杂 图 形 都 
不 能 严格 地 通过 相似 变换 与 仿 射 变换 而 得 到 .研究 表明 ,这 类 复杂 
的 分 形 图 形 在 大 小 不 同 的 尺度 上 均 表 现 出 随机 性 , 即 它 的 生成 过 
程 的 每 一 步 都 包含 了 随机 成 分 . 我 们 粗略 地 把 由 构造 过 程 中 的 随 
机 性 而 得 到 的 分 形 结构 称 为 随机 分 形 . 

我 们 首先 分 析 随 机 Cantor 集 的 统计 自 相 似 性 .在 三 分 Cantor 
集 的 构造 中 ,每 次 去 掉 线段 中 间 的 1/3. 现 在 每 次 仍 将 线段 分 成 三 
等 分 ,但 并 不 总 是 去 掉 中 间 的 一 段 ,而 是 用 掷 般 子 的 办 法 来 决定 去 
掉 哪 部 分 . 对 于 六 面体 的 骨 子 , 按 mod(3) 来 决定 , 当 余数 为 0,1,2 
时 , 则 分 别 去 掉 左 .中 或 右边 的 一 段 ,这 样 不 断 重 复 至 极限 情形 ,得 
到 的 随机 康 托 集 具有 统计 自 相 似 性 , 即 把 它 的 每 一 部 分 放大 ,与 整 
体 有 相同 的 统计 分 布 . 

随机 Cantor 集 的 另 一 构造 是 在 每 一 步 去 掉 中 间 一 段 , 但 留 下 
两 段 的 长 度 是 随机 变化 的 .在 第 上 步 ,得 到 2* 个 不 同 长 度 的 区 间 ， 
设 极限 集 下 = 门 2 BE,[0,1] = E, 汪 EE, 六 FE,… 是 递 缩 的 闭 集 
序列 ,EE, 是 第 步 得 到 的 2: 个 不 交 的 闭 基本 区 间 的 并 . 设 EE, 的 每 
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个 基本 区 间 了 包含 五 的 两 个 区 间 I , Ix , 且 I ,1x 分 别 与 1 有 相 
同 的 左右 端点 ,每 个 区 间 的 长 度 是 随机 的 ,但 117AI1TI 和 | Ix1 
71T1 独立 同 分 布 ,由 此 加 进 了 统计 自 相似 性 , 即 下 是 统计 自 相似 
的 ,对 每 个 1,F 门卫 与 有 相同 的 分 布 ,比例 变化 由 | 了 1 决定 . 
现在 用 概率 论述 语 描 述 随 机 分 形 下 , 设 a ,6 是 常数 , 且 0< a 
1 , 
么 5 委 志 , 设 
0= {1E,; | ea 1 [0,1] = ED EOE,o | 
E, 由 2 个 不 相交 的 财 区 间 工 … 组 成 ,i; = 1 或 201 委 7 委 台 ,如 
3.21 所 示 .E 的 区 间 [ .包含 Ei 的 两 个 区 间 五 -1 和 
Ts2 的 左 端 点 和 ii 的 左 端点 一 致 ,于 的 右 端 点 和 Li 


的 右 端点 一 致 , 记 
C, oe = | I a | /| L a | 
1 1 1 

0 | pb 
[9 
1 h ， 

bi, 1 | b. 
~  . 一 一 一 一 -~ 
i Pz 21 .2.2 Prt fa a2 ’ 
~ - -一 -°F 


3.22 ”随机 Cantor 集 的 构造 


设 对 所 有 让 去 有 a < 委 Co 委 靖 , 令 眉 = 门 瑟 IE 取 间 
为 样本 空间 ,并 设 有 概率 测度 已 定义 在 只 的 子 集 构 成 的 c 域 T 上 ， 
使 得 此 值 C,… 基 一 个 随机 变量 .对 每 一 序列 和 去, 设 Ci 
与 C =1T 1 同 分 布 ,Ci .i 与 C， =1 1 网 分 布 ,Cl 与 
62 Ci in 可 以 不 独立 ,但 {1C;.… | 是 独立 的 . 则 可 以 证 明 
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Du(F) 是 可 用 C; .， 表 示 的 随机 变量 . 

定理 3.9 对 随机 Cantor 集 下 ,以 概率 1 有 Dn(F) = s,s 是 
下 述 期 望 方程 的 解 

E(C'+C)=1 {3.103) 

上 述 结果 是 定理 3.7 和 式 {3.98) 在 随机 情形 的 翻版 . 该 定理 
可 以 从 很 多 方面 推广 ,比如 E, 的 每 个 区 间 可 以 产生 EE,,, 中 随机 多 
个 具有 随机 长 度 的 区 间 , 这 一 构造 还 可 以 推广 到 R” 上 . 

设 V 是 R" 的 开 子 集 ,有 是 六 的 闭 包 ,mr 之 2 是 整数 ,0 之 5 志 
1 令 人 0= 1 TY = ED 了 下 忆 D…|. 瑟 是 zz 个 闭 
集 V..… 的 并 集 ,i; = 1,…,m(1 坊 j 所 &) 且 Vi. 或 者 与 V 相 
似 ,或 者 是 空 集 . 

设 对 每 个 (i4… 坟 ) ,Vi 包 售 Vi,(1 坟 i 世 m) 且 这 些 集 
不 相交 . 若 V;..， 非 空 , 记 C= | Y 1 /1 Vi .i | 为 顺序 集 
之 间 的 相似 比 , Vi = 名 , 则 Ci. = 0, 并 记 F = 由。oE. 设 P- 
是 定义 在 0 的 子 集 构成 的 o 域 上 的 概率 测度 ,使 C; .…,, 与 C; 是 随 
机 变量 | 

设 给 定 C, .> 0, 即 给 定 V, .， 非 空 , 且 对 每 一 序列 (二 ,…， 
i ) 和 1 fA ms Cri 与 C, 同 分 布 . 人 ss Ci im 可 以 不 
独立 而 C, .， 独 立 ,N 表示 Ci,…,C, 中 正 数 的 (随机 ) 个 数 , 即 
Vi ,Vi 为 非 空 集 的 个 数 , 则 有 


定理 3.10 设 g 为 集 下 为 非 空 的 概率 , 则 4g 是 下 述 多 项 式 方 
程 的 最 小 非 负 根 : 


f(t) = DIPpON = jt =. 


集 五 的 Hausdorff 维 数 和 盒 维 数 以 概率 1 一 g 为;,s 是 下 述 期 望 方 
程 的 解 
“it71L 。 


E(yC)=1 (3.104) 

现在 我 们 再 讨论 随机 Koch 曲线 , 它 也 可 以 用 不 同 的 方法 来 构 
造 .一 种 方法 是 每 次 去 掉 中 间 的 三 分 之 一 ,而 用 与 去 掉 部 分 构成 等 
边 三 角形 的 另 两 条 边 代 替 , 可 以 用 掷 硬币 的 方法 决定 新 的 部 分 位 
于 被 去 掉 部 分 的 “上 边 ” 或“ 下边 ”, 比 如 正面 表示 上 边 ,反面 表示 
志 边 -也 可 以 用 掷 四 面体 般 子 的 办 法 确定 ,如 根据 mod2 的 余数 0， 
1 来 决定 ,0 表示 上 边 ,1 表示 下 边 , 这样 得 到 的 曲线 是 统计 自 相 似 
的 ,更 像 真实 的 海岸 线 . 

另 一 种 方法 是 ,从 单位 直线 段 E。 中 间 去 掉 一 随机 长 度 为 c 的 
线段 (e 可 取 作 (0,1/3) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 ) ,而 我 之 以 由 去 挤 
线段 为 底 边 的 等 边 三 角形 的 另 两 边 形成 E,, 对 E, 的 每 一 线段 重 
复 上 述 过 程 , 拨 这 种 坟 法 进行 至 无 穷 ,极限 曲线 下 是 统计 自 相 亿 
的 . 它 是 定理 3.10 的 一 个 特例 ,这 时 集 Y 可 看 作 底 边 在 ,高 为 


Y3/ 的 等 边 三 角形 ,在 每 一 步 ,长 为 的 线段 由 长 为 (1 - <) 工人 2， 
cL ,cL,(1 -cL 人 2 的 四 条 线段 代替 ,所 以 m = 4,c = cs = 地 (1 


一 c), 且 2 二 3 一 rc. 由 于 c 在 (0,1/3) 上 均匀 分 布 , 故 (3.104) 变 
为 


1 -= E|2[ 寺 (1 -cl2e 


-| 3x2|[#0 -oO +e de (3.105) 


或 


5+1=12Xx25 - 6x3 
解 得 
S = Ds(F) = Ds(F) 2 1.144 {以 概率 1) 


§3.4.4 ” 几 种 特殊 的 分 形 集 


除了 前 面 我 们 已 经 介绍 的 分 形 集 外 ,最 典型 的 还 有 Sierpinski 
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地 毯 , Vicsek,Sierpinski 海绵 等 分 形 集 , 下 面 将 简 叙 这 几 种 分 形 集 ， 

将 一 个 正方 形 九 等 分 ,去 掉 中 间 的 一 个 ,保留 四 条 边 , 剩 下 八 
个 小 正方 形 , 将 这 八 个 小 正方 形 再 分 别 进 行 九 等 分 ,各 自 去 掉 中 间 
的 一 个 ,保留 它们 的 边 , 重复 上 述 操作 直至 无 穷 ,就 可 得 到 如 图 
3.23 所 示 的 图 形 ,人们 称 这 样 的 集合 为 Sierpinski 地 毯 . 


图 3.23 Sierpinski 地 稳 


同样 地 ,该 集合 的 面积 趋 于 零 , 而 线 的 欧 氏 长 度 趋 于 无 穷 大 . 
一 个 原来 规整 的 正方 形 ,经 上 述 操作 之 后 ,成 了 于 疙 百 孔 .在 这 里 ， 


N - 8,r = 3 ;所 以 ,相似 维 数 为 


= In8 _ 
D, = 三 =1.8928 


匈牙利 的 Vicsek 提出 了 一 种 操作 方法 , 它 将 一 个 正方 形 九 等 
分 ,去 掉 四 个 角 上 的 四 个 小 正方 形 ,保留 它们 的 边 , 还 镁 下 五 个 小 
正方 形 (N = 5) ,重复 上 述 操作 直至 无 穷 , 得 到 如 图 2.24(a) 所 示 
的 几何 图 形 .这 种 几何 图 形 称 为 Vicsek 图 形 ,其 相似 维 数 为 


和 留 3.24 Vicsek 图 形 
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类 似 地 , 九 等 分 一 个 正方 形 之 后 , 只 保留 四 个 角 上 的 小 正方 
形 ,其 余 的 去 掉 ,这样 得 到 的 图 形 如 图 3.24(b) 所 示 . 它 的 相似 维 
数 为 


对 一 个 正六 面体 ,将 它 的 六 个 面 均 进 行 九 等 分 ,这 等 价 于 将 正 
六 面体 进行 27 等 分 ,而 后 去 掉 体 心 与 面 心 处 的 七 个 小 立方 体 , 剩 
下 20 个 小 立方 体 (N = 20) ,并 保留 它们 的 表面 .将 上 述 操作 重复 
下 去 直至 无 穷 , 得 到 如 图 3.25 所 示 的 图 形 , 人们 称 之 为 Sierpiski 
海绵 . 


3.25 ” Sierpinski 海绵 


经 过 上 述 操作 后 ,使 正六 面体 千 疹 百 孔 ,类 似 于 海 编 的 结构 .很 显 
然 ,Sierpinski 海绵 的 相似 维 数 为 


In20 _ 
D, - 而 = 2.7268 


对 Sierpinski 海 总 而 言 ,其 体积 趋 于 零 ,而 其 表面 的 欧 氏 面积 
趋 于 无 穷 大 .对 一 个 正四 面体 ,也 可 经 过 类 似 的 反复 操作 ,获得 具 
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有 奖 似 性 质 的 结构 . 

Sierpinski 集 的 共同 特征 是 ; (1) 它们 者 是 经 典 几 何 无 法 描述 
的 图 形 .在 Sierpinski 地 千 中 , 它 的 面积 趋 于 零 ,而 其 周 长 趋 于 无 穷 
大 ,因此 它 的 维 数 只 可 能 介 于 1 和 2 之 间 ;Sierpinski 海 绵 的 体积 趋 
于 零 ,而 其 表面 积 却 趋 于 无 穷 大 ,所 以 它 的 维 数 只 能 介 于 2 和 3 之 
各 . 因 此 ,它们 常 被 称 为 病态 的 几何 图 形 ,是 一 种 "只 有 皮 没 有 肉 ” 
的 几何 集合 ,如果 把 化 学 反应 中 的 催化 剂 作 成 Sierpinski 海绵 那样 
的 结构 ,由 于 其 表面 积 无 限 之 大 , 那 将 是 最 理想 的 结构 形式 . (2) 
它们 都 具有 无 穷 多 个 自 相似 的 内 部 结构 .任何 一 个 分 割 后 的 图 形 
经 适当 放大 后 都 是 原来 图 形 的 翻版 , 如 今 初始 图 形 ({ 正 三 角形 、 正 
方形 与 正六 面体 ) 为 Es , 每 操作 一 次 后 得 到 的 集合 依次 用 万 ,， 
EE,,…,F; 来 表示 , 则 Sierpinski 集合 为 

BE = 门 E (3.106) 
即 由 无 穷 多 个 闭 集 的 交 来 构成 ,从 而 王 也 是 闭 集 . 

从 本 章 介绍 的 Cantor 集 .Sierpinski 集 和 Koch 山 线 这 些 经 典 
分 形 的 生成 来 看 ,大 体 上 有 两 种 方式 :第 一 种 方式 以 Cantor 集 和 
Sierpinski 集 为 例 , 其 特点 是 从 E。, 中 按 一 定 原则 向 下 “ 挖 ”, 结果 
Sierpinski 和 Cantor 集 的 相似 维 数 DD, 小 于 E, 的 欧 氏 维 数 ,这 种 生 
成 常 称 之 为 降 维 生成 .第 二 种 方式 以 Koch 曲线 和 布朗 运动 为 例 ， 
它们 的 特点 是 在 E。 的 基础 上 增加 一 些 线 或 面 ,结果 是 E 的 相似 
维 数 DD, 大 于 EE 的 欧 氏 维 数 ,这 种 生成 称 之 为 升 维 生 成 .分 形 结构 


的 上 述 两 种 形成 规律 ,对 于 发 展 分 形 动力 学 的 理论 体系 ,可 能 会 有 
所 启示 . 


$3.4.5 Jolta 集 


Julia 集 是 由 法 国 数学 家 Gaston Julia(1918 年 ) 和 Pierre 
Fatont1919 年 ) 在 复 变 函数 迄 代 的 理论 基础 上 获得 的 . 
Julia 集 由 一 个 复 变 函数 f 经 达 代 生成 . 在 复 平 面 C 上 , 像 
f(z) = z? +c 这 样 一 个 带 有 常数 c 的 简单 函数 ,由 很 简单 的 挝 代 
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过 程 ,就 能 生成 非常 复杂 的 点 集 ,或 者 说 具有 奇异 形状 的 分 形 ， 
如 图 3.26 所 示 . 

在 图 3.26(a) 中 ,c = 0.1+0.1i,f. 有 吸引 不 动 点 ,了 为 拟 圆 ; 
在 (b) 中 ,c 一 0.5 + 0.Si, 上 有 吸引 不 动 点 ,y 为 拟 图 ;在 (c) 中 ， 


图 3.26 ”二 次 复 变 函数 f(z) zz +r 的 一 组 Jonlia 集 
(acm0-1+0-Ti (bj ec =0.5+0.5 


(cee- 1+0.05 (djcm 0.2+0.75i 
(el ec -0.25+0.52; (f} c = 0.5+0.55i 
(g) c= 0.66i (hu= i 
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c 二 一 1+0.05i,f. 有 周期 为 2 的 吸引 轨道 ;在 (d) 中 ,ec = -0.2+ 
0.75i, 天 有 周期 为 3 的 琢 引 轨道 ;在 (le) 中 ,c = 0.25 +0.52i, 了 .有 
周期 为 4 的 吸引 轨道 ;在 (f) 中 ,c = 0.5 + 0.55i, 了. 有 周期 为 5 的 
吸引 轨道 ;在 (g) 中 ,ec = 0.66i, 了 没有 吸引 轨道 且 J 为 全 不 连通 ; 
在 (h) 中 ,c =-i 产 (0) 是 周期 的 且 了 为 无 圈 曲 线 . 

在 3.4.5 节 中 将 会 清楚 地 看 到 ， 一 个 Julia 集 对 应 于 
Mandelbrot 集 内 (或 集 外 ) 的 每 个 点 ,所 以 Julia 集 实 际 上 是 无 穷 的 
不 计 其 数 的 . 

一 般 地 ,Julia 集 是 动力 系统 中 的 斥 子 (repeller) ,通过 对 复 平面 
上 的 解析 阻 数 的 深入 研究 ,可 得 到 关于 排斥 集 构造 的 很 多 知识 . 

为 了 说 明 斥 子 的 定义 , 先 看 一 下 吸引 子 的 定义 .粗略 地 说 ,一 
个 吸引 子 就 是 一 个 集合 并 且 使 得 附近 所 有 轨道 都 收 伍 到 这 个 集合 
上 .精确 的 定义 如 下 : 

设 品 是 R" 的 一 个 子 集 (通常 就 是 R" 本 身 ), 并 和 且 设 f:D 一 D 
是 一 个 连续 映射 , 则 fF* 表示 Ff 的 & 次 兴 代 . 称 DD 的 子 集 FF 为 f 的 吸 
引子 ,如 果 下 是 一 个 闭 集 ,并 且 在 了 的 作用 下 是 不 变 的 ( 即 了 (F) 
= 下 ) ,使 得 对 包含 下 的 一 个 开 集 VV 中 的 所 有 点 x,f*(x) 到 下 的 
虐 高 随 & 趋 于 无 穷 大 而 趋 于 零 . 集 V 称 为 下 的 吸引 域 . 

类 似 地 ,对 一 个 闭 不 变 子 集 下 ,如 果 下 附近 (但 不 在 下 中 ) 的 
所 有 点 经 选 代 后 远离 下 ,那么 下 就 称 为 斥 子 . 

在 这 里 ,一 个 选 代 函数 系 | 上 产 } 就 称 为 一 个 离散 的 动力 系统 ， 
吸引 子 和 斥 子 可 能 正好 是 一 个 周期 为 p 的 轨道 .通常 ,如 果 了 有 分 
形 吸 引子 或 分 形 斥 子 下 ,那么 在 F 上 的 性 质 表现 为 “混沌 ”的 . 

为 了 叙述 的 方便 , 令 f:C 一 C 为 复 系数 的 n 渤 2 的 多 项 式 
fz) = ao+az+…+az .注意 到 ,如 果 上 是 拓 广 的 复 平面 C 
U je 上 上 的 有 理 晒 数 f(z) = p(z)/q(z)( 此 外 p,q 都 是 多 项 
式 ), 只 要 稍微 处 改 一 下 ,一 般 结论 仍然 正确 . 若 了 为 任 一 亚 纯 赣 数 
{ 除 去 有 限 个 极点 在 CU ic 上 上 是 解析 的 ) ,一 般 结 论 的 大 部 分 也 
都 成 立 ， 
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照例 , 记 产 为 函数 的 & 重复 合 矿 . …， 产 所 以 瑚 (w) 为 
的 第 次 磷 代 了 (FC (Fo)))). 如果 Fo) = 十 ,就 称 w 为 了 
的 不 动 点 .如 果 存 在 某 个 大 于 或 等 于 1 的 整数 pp, 使 f*(w) = w， 
则 称 w 是 让 的 周期 点 ,使 f?(w) = w 为 最 小 的 p 称 为 w 的 周期 . 
称 w,f(w),…,f*(w) 为 周期 p 的 轨道 . 设 w 是 周期 为 p 的 周期 
点 , 且 复 变 微 商 (f?)(w) = 4, 点 w 称 为 


超 吸引 的 ， 如 果 14 =0 
吸引 的 ， 如 果 0 志 | A 1<1 
中 性 的 ， 如 果 141= 1 
斥 性 的 ， 邵 果 141>1 


F 的 Julia 集 JP 可 以 定义 为 了 的 斥 性 周期 点 集 的 闭 包 ( 当 函 数 很 
明确 时 ,用 了 代替 JP)) ,Julia 集 的 余 集 称 为 Faton 集 或 稳定 集 , 记 
为 F( 了 ) .对 多 项 式 的 Julia 集 的 几何 性 质 与 分 形 性 质 的 研究 表明 ， 
J(f) 在 下 是 完全 不 变 的 , 即 J = f(J) = (J), 且 J 为 非 空 紧 
集 , 在] 上 表现 出 “ 混 池 " 性质, 而且 通常 为 分 形 .有 关 这 些 性 质 
的 证 明 从 略 . 

下 面 是 一 个 最 简单 的 例子 , f(z) = z? ,所 以 产 (z) = z*. 满 
足 了 f*(z) = z 的 点 为 lexp(2rig/(2? -1):0 志 gg <2? -21, 因 
为 在 这 些 点 上 ,| (f*)(z) 1 = 22, 因 此 它们 通常 是 斥 性 的 ,于 是 
Julia 集 J(F) 是 单位 贺 ! z | = 1. 显然 ,J = FJ) = 三 (JJ) ,并 且 
当 直 -> ce 时 ,如 果 1z1<1, 则 广 (z)-0. 如 果 1z1>1 则 产 (z) 
一 oo. 如 果 1z1=1, 则 F 产 (xz) 总 在 了 上 .Julia 集 J 是 在 选 代 中 分 
别 趋 于 0 和 % 的 点 集 之 间 的 分 界 . 当然 ,在 这 个 特殊 的 情况 下 ,了 
不 是 分 形 , 见 图 3.27(a). 如果 在 本 例 中 取 了 (z) = z +c,c 为 较 小 
的 复数 .容易 看 出 ,车 = 也 较 小 , 则 产 (z) 一 w, 这 里 w 是 了 的 接近 
于 零 的 不 动 点 ; 若 z 较 大 , 则 了 F*(z)-> cc. 虽然 Julia 集 也 是 两 类 不 
同 表现 形式 的 集 之 间 的 分 界 ,但 现在 却 显 现 出 J 是 分 形 曲线 ,如 图 
3.27(b) 所 示 . 
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图 3.27 (a) f(z) = z? 时 的 Julia 和 集 为 区 2 = 1; 
(b) f(z) = 22 +c 且 ce 为 较 小 的 复数 时 ,Julia 集 仍 为 两 
类 不 同形 式 的 集 的 分 界 ,但 它 是 分 形 曲线 


在 研究 Julia 集 的 基本 性 质 时 ,不 能 回避 正规 解析 水 数 族 的 概 
念 和 Montel 定理 .下面 先 来 看 关于 解析 函数 族 的 概念 。 . 

设 口 是 C 中 的 开 集 ,g,:;U 一 CC 为 一 解析 函数 族 ( 于 是 函数 在 
UU 上 在 复数 的 意义 下 可 微 ). 1g; | 在 U 上 称 为 正规 的 ,如 果 从 !g1 
中 选 出 的 每 一 阻 数 序列 都 有 子 序列 在 U 的 每 一 紧 子 集 上 一 致 收 
化 ,并 且 或 者 收敛 到 有 界 解 析 孙 数 或 者 收 合 到 无 穷 .注意 到 根据 普 
通 复 变星 数理 论 ,这 意味 着 在 U 的 每 一 连通 区 域 上 , 子 序 列 或 者 
收敛 到 有 限 解析 函数 或 者 收 伍 到 无 穷 .在 前 面 的 情形 , 子 序列 的 导 
数 必 定 收敛 于 极限 函数 的 导数 . 称 函 数 族 |g,| 在 如 内 的 点 w 上 为 
正规 的 ,如 果 存 在 U 的 某 个 包含 w 的 开 子 集 V ,使 ig| 是 V 上 的 
正规 族 .注意 到 这 等 价 于 存在 w 的 一 个 分 域 V, 使 1g,] 的 每 一 序 
列 都 有 在 Y 上 的 一 教 收 合 于 有 界 解析 函数 或 ce 的 子 列 . 

Jutia 集 理 论 的 基本 结果 出 自 于 Montel 定理 ,这 个 深刻 的 定理 

言 , 非 正规 函数 族 在 每 一 点 附近 除去 一 个 可 能 是 复数 值 外 可 取 

到 任何 值 . Montel 定理 如 下 : 

定理 3.11 设 1g,| 为 开 区 域 U 上 的 一 族 解 析 函 数 , 如 果 
{gs| 为 非 正规 族 , 由 对 所 有 的 w E C, 至 多 除去 一 个 例外 值 ,存在 
和 zx E U, 使 | 

”179 ， 


Bt(x) 三 地 (3.108) 


这 个 定理 的 证 明 可 参见 有 关 复 变 喇 数论 的 文献 .作为 小 结 ,对 
Julia 集 可 以 摘要 氢 述 如 下 : 

(1) julia 集 J(f) 为 多 项 式 了 的 斥 性 周期 点 集 的 闭 包 . 它 是 不 
包含 孤立 点 的 不 可 数 紧 子 集 ,而 且 在 了 与 三: 下 不 变 . 如果 EE 
J 让), 则 (是 U2 *(z) 的 闭 包 .Julia 亿 是 的 包括 无 穷 远 
点 在 内 的 所 有 吸引 不 动 点 的 吸引 域 的 边界 ,而且 对 每 一 正 整 数 p 

1(f) = (fF?) (3.109) 

(2) 在 Julia 集 上 可 以 发 现 上 的 许多 动态 性 质 ,例如 可 以 证 明 
“ff 在 J 上 是 混沌 的 ”. 由 定义 ,f 的 周期 在 /内 稠密 . 另 一 方面 ,J 包 
含 了 六 (zz) 在 了 内 稠密 的 点 z. 更 进一步 ,在 J 上 对 “初始 条 件 有 
敏感 的 依赖 关系 " ,因此 ,无 论 同 时 属于 J 的 z,w 如 何 接近 ,对 于 某 
个 上 ,1 f(z) - f*(w) | 将 很 大 . 


$33.4.6 Mandelbrot 集 


下 面 考虑 C 上 二 次 函数 的 情形 ,研究 共有 形式 

f(z)= 2 +e (3.110) 

的 多 项 式 的 Julia 集 .如 果 h(z) = oz + 8 ta 关 0), 则 

h (fh(2))) = (oz +2apz + H+e- BN 
(3.111) 
通过 适当 地 选取 a,p,c 的 值 ,可 以 使 表达 式 变 成 我 们 所 期 望 的 任 
何 二 次 函数 f, 于 是 h'!。f。h = f, 所 以 对 所 有 的 ,hh '。f*。 
h = 了 f*, 这 意味 着 在 了 作用 下 ,点 z 的 迭代 序列 1f'(z)1 是 在 大 
下 点 h(z) 的 选 代 序列 | (h(z))| 在 ' 下 的 像 .映射 将 了 的 
动态 图 像 变换 为 £ 的 动态 图 .特别 地 ,z 为 了 的 周期 为 p 的 点 当 且 
仅 当 h(xz) 是 了 的 周期 为 p 的 点 ,所 以 ,f 的 Julia 集 是 /的 Juia 集 
站 18%0 四 


在 h 下 的 像 . 

变换 hh 称 为 f 与 f. 共 恩 ,每 个 二 次 函数 与 一 个 带 有 某 个 < 的 天 
共 固 ,所 以 通过 研究 c € C 的 f. 的 Julia 集 ,能 很 有 效 地 研究 所 有 二 
次 多 项 式 的 Julia 集 . 因 为 所 为 一 相似 变换 ,所 以 任何 二 次 多 项 式 
的 Julia 集 几 乎 相似 于 带 有 某 个 cE C 的 f. 的 Julia 集 . 

定义 ” 称 下 面 的 M 为 Mandelbrot 集 


M = |c €E C:J(f.) 是 连通 的 | (3.112) 


M 看 来 似乎 与 天) 的 一 个 相当 特殊 的 性 质 有 关 , 事 实 上 ,如 下 面 
将 会 看 到 的 , M 包含 了 关于 Julia 集 构造 的 无 穷 信息 . 

定义 (3.112) 不 适合 计算 的 目的 ,下 面 将 导出 一 个 等 价 定义 ， 
它 在 确定 参数 c 是 否 在 M 中 ,及 在 研究 M 的 非常 复杂 的 结构 中 十 
分 有 用 , 见 图 3.28. 


图 3.28 ” 复 平面 上 的 Mandelhrot 集 


为 此 ,首先 需要 了 和 解 一 些 变换 天 在 光 沸 曲线 上 的 作用 ,简要 

地 称 复 平面 中 的 一 条 光滑 ( 即 可 微 ) 的 ,闭合 的 、 简 单 ( 即 不 自 交 ) 

的 曲线 为 一 个 回路 ;分 别称 平面 C 上 位 于 这 样 曲线 以 内 和 以 外 的 

部 分 为 回路 的 内 部 和 外 部 .8 字形 图 是 自 交 于 一 个 单 点 的 光滑 闭 
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合 曲线 ， 
定理 3.12 


M=icEC:i 产 (0)H 有 界 } (3.113) 
= {cE CAFO 一 oo( 一 oo)| (3.114) 


证 明 从 略 .这 就 是 M 的 等 价 定义 , 它 是 Mandelbrot 集 的 计算 
机 制图 的 基础 .在 式 (3.113) 与 43.114) 中 考虑 原点 迭代 的 理由 是 
对 于 每 一 个 c, 原 点 是 f. 的 临界 点 ,至 于 式 (3.113) 与 式 (3.114) 
等 价 是 因为 存在 数 > 使 得 当 1z1> rr 时, | f(z)}i>21z1, 显 
然 (0) ~ ce 并 且 仅 当 1f:(0)} 有 界 , 所 以 式 (3.113) 与 式 
{3.114) 等 价 ， 

选取 数 x ,ko, 比如 都 取 100 以 上 , 对 每 一 个 c 连续 计算 
(0)| 系列 的 各 项 ,如 果 在 有 = 局 之 前 | 大 (0) 1> ,此 时 ,我 
们 就 认为 < 在 M 外 ,否则 就 取 - EE M. 对 一 个 区 域 的 每 一 个 c 值 都 
重复 这 个 过 程 ,以 保证 M 的 图 像 能 被 画 出 .根据 使 | (0) 1> > 
的 第 一 个 整数 上 的 不 同 值 ,区 分 出 M 的 余 集 的 不 同 区 域 ,而 设计 
并 涂 上 不 同 的 颜色 . 

从 Mandelbrot 集 的 图 形 ( 见 图 3.28) 可 以 看 出 它 具 有 非常 复 
杂 的 结构 与 明显 特征 .例如 ,一 个 主要 的 心 形 图 与 一 系列 圆 盘 形 的 
“ 芽 苞 ” 突 起 连结 在 一 起 .每 一 个 芽 苞 又 被 更 细小 的 芽 苞 所 环绕 ， 
以 此 类 推 .然而 ,这 并 不 是 全 部 ,还 有 精细 的 “发 状 ” 分 枝 从 芽 苞 向 
外 长 出 ,这 些 细 发 在 它 的 每 一 段 上 都 带 有 与 整个 Mandelbrot 集 相 
似 的 微型 样本 . 计 竺 机 制图 中 容易 遗漏 掉 这 些 细 发 ,然而 精细 的 图 
形 说 明 M 为 连通 集 , 并且 在 数学 上 已 由 康 奈 尔 大 学 的 John H. 
Hubbard 和 巴黎 高 等 师范 的 Adrien Douady 给 予 了 证 明 . 

下 面 来 看 当 参 数 c 在 复 平 面 上 变化 时 ,Julia 集 J(f.) 的 构造 
将 发 生 一 些 什么 样 的 变化 ,从 而 使 Mandelbrot 集 各 个 不 同 部 分 的 
意义 变 得 更 加 明显 . 

乒 的 吸引 周期 点 是 帮 广 ) 结构 的 关键 .可 以 证 明 , 若 ww 天 oo 是 
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多 项 式 7 的 吸引 周期 点 , 则 存在 临界 点 (满足 广 (=) = 0 的 点 )z ,使 
得 六 (=) 被 吸引 到 包含 w 的 周期 轨道 上 .因为 的 惟一 临界 点 为 
0, 所 以 天 至 多 有 一 个 吸引 周期 轨道 . 而 且 若 < 和 M, 则 由 定理 
3.12, 失 (0) 一 o ,所 以 不 能 有 了 吸引 周期 轨道 .可 以 猜想 ,使 得 
大 有 吸引 周期 轨道 的 < 的 集 充满 M 的 内 部 ,但 这 还 没有 被 证 明 . 

自然 地 可 以 根据 (有 限 ) 吸引 轨道 的 周期 p 对 jf; 进行 分 类 ,如 
果 这 种 轨道 存在 的 话 . 相 应 于 不 同 p 的 c 值 对 应 于 Mandelbrot 集 
M 的 不 同 区 域 . 

定理 3.13 设 1c1> 地 (5 +2V6), 则 J(f) 是 全 不 连通 的 ， 


而 且 对 了 附近 的 z,J( 产 ) 是 由 f(z) 的 两 个 分 支 定义 的 两 个 压缩 
变换 的 不 变 集 . 当 c 充分 大 时 ,有 


Ds(J(f.)) = DutJ(f.)) ~ 2log2/log 1ec1 


证 明 从 略 . 下 面 来 研究 < 较 小 的 情形 .已 知 c = 0,J(f.) 为 单 
位 图 .如 果 < 较 小 ,z 也 充分 小 , 则 当 角 一 om 时 , 产 (>) -> w, 这 里 


和 是 接近 于 0 的 吸引 不 动 点 (1 - VI = 45). 另 一 方面 , 若 = 力 


大 ,大 (z) 一 四 ,有 理由 希望 当 "移动 并 离开 0 时 , 圆 “变形 ” 为 简单 
闭 曲线 ( 即 没有 自 交点 ), 这 个 闭 曲 线 把 这 两 种 类 型 的 点 分 离开 本 . 


定理 3.14 车 1c 1< 于 , 则 J( 大 ) 为 简单 闭 曲 线 . 


推广 这 个 论证 , 若 。 在 M 的 主 心 形 线 上 , 则 (J/,) 为 简单 闭 曲 
线 ,这 样 的 曲线 有 时 被 称 为 拟 图 .当然 , 若 c > 0, 则 J(f.) 是 分 形 
辫 线 ， z 

图 3.29 显示 了 M 集中 的 “点 " 的 结构 与 各 种 。 值 的 Julia 集 相 
对 应 . 

尽管 要 掌握 Mandelbrot 集 的 数学 意义 并 非 易 事 ,但 它 现在 已 
经 是 分 形 理论 研究 的 内 容 之 一 ,也 成 了 混沌 的 一 种 国际 标志 , 它 美 
丽 无 比 \ 色 彩 班 产 的 图 案 给 人 以 艺术 享受 . 
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图 3.29 对应 Mandelbrot 集中 各 种 点 c 的 Julia 集 


$3.4.7 Lyapunev 指数 


前 几 节 中 我 们 已 介绍 了 一 些 混沌 不 变 集 , 对 于 其 复杂 性 是 用 几何 
图 形 去 把 握 的 ,但 实际 问题 中 能 弄 清 其 几何 构造 的 集合 是 非常 有 限 
的 ,而 所 有 的 几何 构造 也 是 非常 粗糙 的 ,特别 是 当 系 统 是 四 维 以 上 时 ， 
其 相 图 已 无 法 直观 地 想象 .所 以 用 某 一 特征 值 去 把 握 混沌 集 的 复杂 性 
自然 是 重要 的 . 这 里 所 要 介绍 的 是 其 中 最 重要 的 一 种 特征 值 
一 一 Lyapunov 指数 . 

设 F:R 一 民 , 由 了 生成 动力 系统 产 , 任 取 z ERR, 以 及 x 邻近 的 
点 工 +Az, 设 广 (z) 和 产 (z+Azr)Z>20 是 分 别 以 和 工 +Ar 为 
初 值 的 轨道 . 若 了 是 连续 可 微 的 , 则 


| 产 ( 工 Ar) 一 天 (z) 二 Ef (z) 11 Az | 


=| Df*'(x) ll Axr | (3.115) 


由 此 可 见 , 要 观察 f* 关于 初 值 是 否 有 敏感 的 依赖 性 ,也 就 需要 了 
解 ! DF*(z) 1 和 变化 情况 , 令 
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1(z) = Hm ZIn 1 DF*(x) 1 (3.116) 


并 称 1(z) 为 了 在 点 z 处 的 Lyapunov 指 数 .由 于 (3.116) 取 的 是 上 
极限 ,也 就 是 元 inDf*(z) 的 最 大 的 极限 点 ,所 以 应 有 无 穷 多 个 自 
然 数 使 得 


nl Dfi(rz) | 一 0(z) 大 一 op (3.117) 


即 

1 DF"(z) 1 et (1 之 上 & 充分 大 ) (3.118) 
从 而 
1 Frz+Azr)- Fr)tisze | Axr | (Ek, 充分 太 ) (3.119) 


这 意味 着 , 当 4(z) > 0 时 ,系统 f* 关于 xz 点 具有 敏感 的 依 械 性 . 
进一步 地 , 若 存在 着 非 零 Lebesque 测度 的 集合 A 己 R, 使 得 当 > 
E A 时 ,4(z) > 0, 则 当然 了 * 是 混 池 的 动力 系统 ,因此 ,我 们 可 以 
利用 Lyapunov 指数 来 判定 动力 系统 是 否 为 混沌 ,这 也 是 Lyapunov 
指数 之 所 以 重要 的 原因 之 一 . 

在 4(z) 的 定义 中 还 可 见 ,A(zx) 恰 好 代表 系统 产 在 z 点 变化 
情况 ,特别 地 , 若 > 是 了 的 不 动 点 , 则 


A{z) = In| Df(z) 1 (3.120) 
即 e'” 是 平衡 点 的 特征 值 概念 的 推广 . 
例 7 求 馆 辑 斯 廊 映 射 f(z) = 1 一 2z? 的 Lyapunov 指数 .由 


于 了 :[-1,1] 一 [~1,1], 所 以 我 们 仅 把 了 限制 在 [一 1,1] 上 来 考 
察 . 取 天 (zz)=-1+2sin2rfz + 1)/4, 则 


h(x) 一 一 荆 十 全 arcsin 一 一 一 ， 


则 对 于 -1<z<0 
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六 7[RCz) = (1 2h (7)) = a (1 ~ 2008 < ") 


= Aaresin,f 1 cos Tz+1) 1 
T 2 


_ 4xtzr+1) 
2 


开 


1=2zx+1 


设 J(z)=1-21x1, 则 易 见 及 1h(x)] = J(zx),x € [-1,1] 
由 于 


{D(x)|=2,(r #0 有 F(x) = ACP (A (x))) 
所 以 

| DF (Cx) 1=1 Da(CF (RE))) 12 :1 Dh (xr) 
因此 ,对 于 几乎 所 有 的 x € [一 1,1], 有 


A(z) = lim Fhn 1 Df*(x) 1= In2 


即 f 在 [~1,1] 上 的 Lyapunov 指数 几乎 处 处 等 于 常数 In2 ,这 就 意 
味 着 [- 1,1] 是 了 的 混沌 不 变 集 , 且 f* 是 泥 沌 的 动力 系统 . 

事实 上 ,对 于 其 他 的 逻辑 斯 请 映射 f,:[0,1] -> [0,1], f(x) 
= prll-z),pE (2,4) 也 同样 有 类 似 的 性 质 , 即 f, 的 [0,1] 上 
Lyapunov 指数 几乎 处 处 是 常数 1, ,其 图 像 如 图 3.30. 由 图 3.30 可 
见 , 当 位 于 几 个 大 窗口 处 时 ,了 的 Lyapunov 指 数 4, 小 于 0, 即 了 
在 这 时 是 非 混 汪 的 . 当然 1. 在 其 他 窗口 处 也 应 是 小 于 或 等 于 零 
的 ,还 有 当 yp = po 时 ,4 =0, 即 六 在 此 时 也 是 非 混 沌 的 ， 

由 于 一 维 动力 系统 变化 的 自由 度 只 有 一 个 ,所 以 只 需 用 单个 
Lyapunov 指数 就 足够 了 , 若 系统 yw 是 维 的 , 即 yy 的 自由 度 已 有 
n 个 ,所 以 自然 也 需要 有 n 个 Lyapunov 指数 来 刻画 其 变化 情况 ， 
这 使 得 问题 复杂 起 来 . 

这 里 ,我 们 将 简单 介绍 一 下 高 维 动力 系统 的 Lyapunov 指数 的 
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图 3.30 ”Logistic 映射 的 Lyapunov 指数 


定义 ,以 及 其 与 混沌 吸引 子 的 Hausdorff 维 数 估计 值 之 间 的 关系 ， 
这 是 一 个 相当 复杂 的 问题 . 

设 W :Re -> R" 是 离散 的 (+: € Z, ) 或 是 连续 的 动力 系统 . 则 
Dy :R" > Rs , 即 Dy (x) 是 一 n x n 矩阵 . 记 (Dw(z)7 为 
Dw (x) 的 转 置 矩阵 ,从 而 (Dy' (x))iDy (x) 是 一 半 正 定 的 对 称 
矩阵 .进一步 地 ,我们 设 当 :+ 时 [(Dy (x)) Dw (x)] 克 有 极 
限 . 

设 

T(x) = lim[(D¥ (x) Dw (x)]# (3.121) 
则 T(x) 是 一 半 正 定 算 阵 ( 实 际 上 , T(x) 基本 上 是 正定 的 ), 从 而 
T(x) 有 zn 个 特征 值 w(x) 之 w(x) 宕 … 之 w(x) 0 和 相应 
的 个 相互 正 交 的 特征 向 量 w(x) ,w(x),… ,wu,(x), 使 得 


Tx) (xr) = ox) (x) k=1,2,.%,n (3.122) 
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我 们 称 


hz) = Inilwsfz)yl (3.123) 
为 f 在 点 x 处 的 第 个 Lyapunov 指数 ,也 称 (4,(x),…,X,(x)) 为 
了 的 局 部 Lyapunov 指数 


下 面 让 我 们 从 另 一 个 角度 来 认识 Lyapunov 指数 . 记 V(x) = 
span{ w(x),… a(t)|, 即 以 特征 向 量 w(x),… ,w(x) 为 基 的 
xz 一 +1 维 线性 空间 , 则 

ViCx) DO V(r) DL…O V(x) 
任 取 VE Vi Vi,, 则 必 存 在 实数 a,,…,a,, 且 a 天 0, 使 得 
y= ux) t+ om, x) 
记 (*,') 为 R" 的 内 积 , 则 
1 De'(z) | = (Dp'(x)v, Dg' (zy 
= (v,(De'(r)v) De (rr) a (v, T(r) vp) 


= (ou (x) t+ ost (x), a (x (xr) + 


+ arw2 (x)w(x))Y( 当 :充分 大 时 ) 


= (alwr (x) + + aorwr (x))z (3.124) 
由 于 
mw x) ES (Cato (x) + + a (x))¥ 
(ol + + al fot (x) 
且 a 关 0, 所 以 
bm Tin(ato? (x) + 1 + aaa 人 
= lnw (tx) = A(x) (3.125) 
这 也 就 是 说 


.1 
h(E) = lim —ln | Do' (x)r |, 
ee 《3.126) 


yt Vtx) \ Vin(x) 
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式 (3.126) 同样 可 以 作为 Lyapunov 指数 的 定义 ,而 且 当 ”= 1 时 ， 
这 就 是 一 维 映射 的 情形 . 

注意 到 对 se > 0 充分 小 ,vi € Vi(z)\ V,(z), 其 中 x€ RR"， 
则 


A tr) 


[19 (x+ev)—- 9 (x) Il De (x)evi |e el v | 


(3.127) 


从 而 我 们 有 

定理 3.15 ” 若 对 于 g' : R* 一 R' 存在 集合 A CR" ,使 得 当 x 
E A 时 x 的 第 一 个 Lyapunov 指数 X41.(x) > 0 时 , 则 动力 系统 有 在 
和 上 关于 初 值 有 敏感 的 依赖 性 , 即 gp' 在 A 上 是 混沌 的 .车 还 假设 
L(A) >0, 则 g' 是 混沌 的 动力 系统 . 

由 此 可 见 , 要 判定 系统 是 否 混沌 ,我们 只 需 了 解 9 :R" 一 R* 
的 第 一 个 Lyapunov 指数 就 可 以 了 .而 g' 有 n 个 Lyapunov 指数 ,这 
意味 着 这 n 个 Lyapunor 指数 必 将 提供 给 我 们 比 w' 是 否 存 在 混沌 
更 深入 的 信息 .所 以 ,我 们 将 进一步 了 解 Lyapunov 指数 的 几何 意 
义 . 

对 于 gq':R” 一 R",x ER 及 其 Lyapunov 指数 4,(x)， 
A2(x) ,A,《x) 和 所 对 应 的 n 个 特征 向 量 w(x) ,n(x),"…， 
& (xz) ,我 们 先 取 以 R" 中 四 个 点 x ,x + eu1(x) ,x + eu CX),Xx 十 
su3(x) 为 顶点 的 平行 六 面体 为 W ,这 里 s > 0 是 无 穷 小 基 , 则 殉 
的 体积 


VollW) = (sa +x) — x) Ah ((x+eu)—- x) h 
(Cx+ eua) — x)| 
=| su A eus A sus | (3.128) 


这 里 “A” 为 R" 中 向 量 的 外 积 .在 g' 的 作用 下 ,W 变 成 gE《 殉 ), 它 
可 视 为 以 g(x) ,9 (r+ en) ,9 (Cx + eu) ,g(x + Ex;) 为 顶点 
的 扭曲 后 的 六 面体 ,因此 g' (WW) 的 体积 
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Vollg (WA | (9 (x+ eu) —- 9 (x)) A (g(x + ew) 
— p(x)) A (gp (x+ ews) — p' (x)) | 
~ i Dg (x)eu A Do (x)euns A Dog' (x)eus | 
se eu A eu el (3.129) 
由 此 得 


lin oye Wy Re ALCX) + AX) + AK) (3.130) 


当然 , 若 玉 , (x ,e) 是 由 以 k++1 个 向 量 x ,x + eu ,…,xX 十 emt4 为 
顶点 的 维 平行 方 体 , 则 
1, Vol(y' (W(x,e))) 


i" Vol W, (x,e)) 
2 MAX + AI) +t + A CX) (3.131) 
特别 地 ,由 于 


Vol 9' (W, (rx,e))) 
Vol(W, (x ,e)) 


( 当 e 一 0 时 ). 由 此 我 们 得 到 (3.132) 


一 | dett(q (x)) | 


lim 二 In | det( (x)) | 
三 A{x) 十 和 和》 十 + A CX) (3.133) 


由 此 可 见 , 若 ACx) + 42(x) +… 二 4,《x) 之 0 几乎 处 处 成 立 , 也 
就 是 说 ,动力 系统 是 耗 散 的 . 耗 散 的 系统 常 有 吸引 集 ,在 该 集 上 ,其 
n 个 Lyapunov 指数 之 和 小 于 零 . 这 也 就 是 此 集 是 工 ” 零 测 集 , 且 其 
Hausdorff 维 教 应 小 于 ”, 这 很 容易 使 得 我 们 把 Lyapunov 指数 和 
Hausdorff 维 数 联系 起 来 . 
我 们 有 下 面 关 于 不 变 集 之 Hansdorff 维 数 的 估计 定理 ,也 称 之 
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为 Kaplan - Yorke 型 的 维 数 定理 , 因为 这 是 著名 的 Kaplan - 
Yorke[1978] 猜测 的 组 成 部 分 . 

定理 3.16 设 y':R" 一 R" 是 连续 可 微 的 动力 系统 (也 可 以 
离散 ) 设 4 是 gp! 的 不 变 集 , 即 g'A = A,Yi. 

车 x EA,y' 关于 x 点 的 Lyapunov 指 数 41(x) ,A,(x),…， 
fx) 都 存在 , 则 A 的 Hausdorff 维 数 有 如 下 的 估计 式 


A(X) + AAAX) 十 二 ex) 
所 
dn(A) 所 上 + sup TA Cx (3.134) 


其 中 整数 < xn 适合 条 件 
Ax) tt A(x) t+ Ax)>0 
M(x) + AN) + TAICE) 0 
VxEA 


关于 不 变 集 A 的 上 盒 维 数 也 有 类 似 的 估计 式 , 这 里 就 不 叙述 
了 .上 面 的 定理 证 明 是 相当 困难 的 ,读者 可 以 在 Temamit1988] 和 
Eden - Foias - Temam[1991] 中 找到 . 

在 本 章 的 前 几 节 中 ,我 们 曾 给 出 过 一 些 非常 简单 的 自 相似 的 
分 形 的 Hausdorff 维 数 等 ,这 里 所 过 到 的 分 形 集 都 是 非常 复杂 的 集 
会 ,已 完全 没有 自 相 似 性 可 育 . 下面 作 为 例子 ,我 们 利用 定理 3.16 
来 给 出 Henon 奇怪 吸引 子 和 Lorenz 奇怪 吸引 子 的 Hausdorff 维 数 
估计 
例 8 考察 Henon 映射 
1+y-— | 


fir,y) = | 
0.3x 


的 Hausderff 估计 .由 于 


一 2.8zr 1 
Df(x,y) = 
0.3 0 
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det( Df(x,y)) =— 0.3 
由 (3.133) 式 得 
Mlu) + au) = in0.3, Yu = (r,y)E A 
其 中 A 是 Henon 奇怪 吸引 子 ,数值 计算 表明 ( 见 Hoidon[1986])， 


和 1 在 A 上 为 4.(u) = 0.4in2, 从 而 
1，= In0.3 — 0.4ln2 


由 定理 3.16 得 
A 0.4ln2 
ds(A) Sl+t oN 1+ 03r0.4n 
_ 0.4 -1+0.4 -_ 
-lt 二 1 一 工作 


即 dn(A) 志 1.25. 
例 9 估计 Lorenz 奇怪 吸引 子 的 Hausdorff 维 数 . 


设 wu = (zx,y,2) 


~ grti+oy 
flu) = pr -yar 
-Bz+xy 
og = 10,p = 28,8 = 1073 
Lorenz 动力 系统 g! 的 轨道 g' (wo ) 也 就 是 方程 
u= Fe) af0) = an 
的 解 ,从 而 
fg:(w) = f(0'(u)) 
因此 


Se'(u) = Df(9'(u)) Dp'(n) 


注意 到 
一 0 a 0 
Dflu)}= |p-z -1 -zx 
y zr -8 
traceDf(w) =—- (ot+l1+8) 


De Cu) = dio 
detg’' (u)) = em dr ~ elerttp 
由 (3.133) 式 得 
Atwu) + Au) + Aslu) =- (r+l1+8) 
其 中 A 是 w' 的 奇怪 吸引 子 . 进 一 步 地 ,借助 于 一 些 技巧 得 
A(u) + AA(W) ES.2378, YuEA 
由 定理 3.16 得 
ds(A) 2+ spp 


5,2378 < 2.409 


-2+52378+41 方 人 


这 个 估计 式 来 自 于 Eden-Foias-Temam[1991] 这 也 是 目前 关 
于 Lorenz 奇怪 吸引 子 的 Hausdorff 维 数 的 最 好 结果 . 和 值得 注意 的 
是 ,在 Procacia 等 [1982] 的 著作 中 已 得 到 过 Lorenz 奇怪 吸引 子 的 
信息 维 数 为 2.05, 但 这 两 种 估计 是 无 法 比较 其 优 劣 的 ,因为 信息 
维 数 总 是 小 于 Hausdorff 维 数 . 


$3.4.8 什么 是 分 形 


Mandelbrot 于 1975 年 首先 给 出 了 分 形 的 定义 ,一 个 集合 称 之 
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为 分 形 , 若 其 Hausdor 疆 维 数 大 于 其 拓扑 维 数 .办 此 Cantor 三 分 集 ， 
Koch 曲线 和 Serpinski 垫 都 是 分 形 ,但 这 个 定义 却 排除 了 其 他 许多 
明显 是 分 形 的 集合 ,如 复 平面 的 Mandelbret 集 M= fc Ec| 点 到 
ff* (0)! 有 界 ! ,其 中 f(z) = z: +c, 美 于 M 的 进一步 放大 的 各 
种 图 可 见 Gleick[1988] ,实际 上 ,把 M 的 边界 点 邻近 放大 足够 倍 
数 就 可 看 见 一 个 与 M 本 身 完全 一 样 的 集合 .所 以 MM 当然 是 分 形 ， 
但 M 的 Hausdorff 维 数 与 其 拓扑 维 数 是 相等 的 . 

在 Feder[1988] 中 , 曾 有 这 样 的 定义 :一 个 集合 称 之 为 分 形 ， 
若 其 整体 与 其 组 成 部 分 具有 某 种 自 相似 性 ,Feder[ 1988] 指出 这 个 
定义 是 在 与 Mandelbrot 的 私人 通讯 中 得 知 的 .值得 注意 的 是 ,直线 
段 .正方 形 \ 正 方 体 都 是 严格 自 相似 集 ,按照 以 上 定义 ,它们 都 应 是 
分 形 ,因为 尽管 这 里 的 “ 某 种 相似 性 ”可 以 多 方面 去 理解 ,但 它 至 
少 应 包含 严格 和 的 自 相似 性 ,所 以 ,这 第 二 种 定义 也 是 不 合理 的 ,而 
且 在 近年 来 的 各 种 文献 中 ,特别 是 近 两 年 出 现 的 大 量 的 分 形 的 论 
著 中 ,人 们 都 几乎 没有 采用 这 第 二 种 定义 ,不 过 大 们 所 最 关心 的 分 
形 ,或 者 说 狭义 的 分 形 ,仍然 是 指 第 一 个 定义 意义 下 的 分 形 . 

现在 人 们 已 逐渐 发 现 , 给 分 形 下 一 个 精确 的 数学 定义 是 不 现 
实 的 ,因为 这 种 定义 不 是 排除 掉 一 些 有 趣 的 情形 ,就 是 把 一 些 明显 
为 非 分 形 的 也 包含 了 进来 ,事实 上 ,在 分 形 和 整形 间 并 没有 奢 种 明 
最 的 界限 ,所 以 我 们 还 是 物 同 Falconer[1990] 所 持 的 观点 , 即 给 分 
形 下 一 个 如 下 不 明确 的 定义 ;一 个 集合 4 称 之 为 分 形 , 若 A 满足 
下 列 中 的 若干 条 性 质 ， 

i) A 具有 精 绝 的 结构 , 即 有 任意 小 比例 的 细节 . 

ii) 和 是 如 此 的 不 规则 ,以 至 它 的 整体 和 局 部 都 不 能 用 传统 的 
几何 语言 来 描述 . 

iii) A 通常 有 某 种 自 相似 的 形式 ,可 能 是 近似 的 或 是 统计 的 ， 

iv) A 的 某 种 分 形 维 数 大 于 其 拓扑 维 数 . 

v) 在 大 多 数 令 人 感 兴 趣 的 情形 下 ,A 以 非常 简单 的 方式 定 
义 ,或 是 由 选 代 产生 ， 

值得 注意 的 是 ,自然 界 中 的 分 形 都 是 在 一 定 意义 下 而 言 的 . 它 
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有 别 于 数学 中 的 分 形 , 就 如 在 自然 界 中 不 可 能 有 真正 的 直线 和 轿 
一 样 ,世界 上 也 不 可 能 有 绝对 的 分 形 . 

以 上 所 讲 的 只 是 分 形 理论 中 最 基本 的 部 分 .近来 ,分 形 理论 发 
展 迅速 ,许多 领域 都 在 其 中 找到 了 立足 点 ,关于 分 形 与 各 学 科 的 关 
系 可 见 Mandelbrot 的 几 本 著名 的 书 以 及 论文 集 . 


$3,5 分形 理论 的 发 展 一 一 广义 维 数 和 广 延 维 数 


分 形 维 数 是 定量 地 表示 自 相 似 的 随机 形状 和 现象 的 最 基本 的 
景 ,但 是 仅 利 用 分 形 维 数 这 样 一 个 数字 去 描述 所 有 的 复杂 形状 和 
现象 ,无 论 如 何 也 是 不 可 能 的 ,因此 就 产生 了 扩展 分 形 维 数 的 必要 
性 .扩展 分 形 维 数 的 考虑 方法 大 致 有 两 种 :一 种 是 不 要 把 分 形 维 数 
看 作 是 一 个 常数 ,而 使 其 能 有 和 赖 于 观测 的 尺度 ,即使 在 自 相 似 性 不 
成 立 的 那 种 范围 内 也 能 使 用 ;而 另 一 种 考虑 方法 是 ,在 自 相 似 性 成 
立 的 情况 下 ,为 了 获得 只 用 分 形 维 数 不 能 描述 的 信息 ,要 重新 引进 
另外 的 量 .本 节 讨 论 g 次 的 信息 量 维 数 刀 , 和 广 延 维 数 呈 , 记 , 又 称 
之 为 广义 维 数 (generalized dimension) ,或 扩展 维 数 或 Renyi 维 数 ， 
Renyi 于 1970 年 首先 用 它 描 述 奇 怪 吸 引子 的 儿 何 和 几率 特征 . 

对 于 现实 中 存在 的 物体 ,即使 说 它 具 有 分 形 的 性 质 ,但 在 它 成 
立 的 尺度 内 ,必然 存在 上 限 和 下 限 , 只 有 在 某 种 被 限制 的 观测 尺度 
的 范围 内 , 自 相 似 性 才 成 立 , 分 形 维 数 所 具有 的 意义 当然 也 仅 在 这 
个 范围 内 ,对 此 有 一 种 设想 是 ,要 使 分 形 维 数 也 能 适用 于 自 相似 性 
不 成 立 的 那些 范围 .分 形 维 数 的 从 导 者 Mandelbrot 本 人 也 以 “有 效 
维 数 ”这 个 名 词 ,暗示 了 这 种 扩展 的 可 能 性 . 下面 就 来 说 明 这 种 考 
虑 方法 .首先 来 考虑 一 下 把 线 揉 成 一 个 球 的 情况 ,这 个 球 从 远 处 看 
上 去 虽 是 零 维 的 (点 ), 但 到 了 近 处 却 成 为 三 维 的 ( 球 ) .如 再 用 放大 
镜 看 这 个 球 , 就 成 为 一 维 的 ( 线 ); 把 球 再 进一步 放大 ,看 上 去 就 像 
圆柱 状 的 三 维 梅 造 .从 这 个 例子 也 可 看 出 ,观察 某 物体 时 ,能 把 它 
看 成 几 维 这 一 问题 原来 是 有 玉 于 观测 的 扩 度 . 关于 依赖 于 观测 尺 
度 的 维 数 ,已 由 少数 研究 人 员 对 它 进行 过 研究 ,并 且 对 各 种 例子 作 

+ 195 « 


了 定量 的 评价 ,下面 将 介绍 其 中 的 一 个 例子 . 
分 形 维 数 最 基本 的 定义 可 根据 观测 的 尺度 r 和 在 此 时 被 观测 
到 的 “r” 球 内 点 的 个 数 N(r) 作 如 下 考虑 : 


D=- wr (3.135) 


一 般 来 说 ,在 孙 数 N(r) 不 是 非常 特殊 的 函数 型 ( 替 函 数 ) 情况 
下 ,由 于 该 公式 的 右边 不 能 成 为 常数 ,所 以 不 能 定义 通常 的 分 形 维 
数 .因此 , 考 虚 把 式 (3.135) 扩展 ,以 便 使 N(r) 在 非 天 型 的 情况 下 也 
能 定义 分 形 维 数 . 当 把 > 和 N(r) 标 给 在 双 对 数 图 纸 上 时 , 式 
(3.135) 中 的 就 表示 其 斜率 , 那 将 是 自然 的 . 
D =- ag (3.136) 
这 样 被 扩展 了 的 分 形 维 数 ,只 要 Nfr) 是 平滑 的 函数 ,在 任何 时 
候 是 确定 的 ,所 以 就 不 会 再 在 上 限 或 下 限 问题 上 操心 .当然 N(r) 如 
为 莉 型 就 与 普通 的 分 形 维 数 相 一 致 .如 反 过 来 求解 式 (3.136) ,就 可 
得 多 下 式 


N(R) = N(7). ep(-| Ds ) (3.137) 


该 公式 表示 以 什么 样 的 关系 把 两 个 尺度 R 和 7 的 观测 值 N{R) 和 
NN(r) 与 分 形 维 数 联系 起 来 . 

那么 ,现在 让 我 们 来 看 看 这 种 广义 分 形 维 数 是 怎样 应 用 到 实 
际 中 去 的 .现在 要 考 虚 的 是 平均 行程 是 有 时 的 随机 行走 ,粒子 的 平 
均 行程 是 指 粒 子 从 一 个 碰撞 走 到 下 一 个 碰 擅 之 间 的 下 离 的 平均 
值 ,对 气体 和 金属 粒子 来 说 ,在 0C 和 1L 大 气压 下 约 为 10 一 m. 前面 
虽然 说 过 数学 上 的 布朗 运动 轨迹 的 分 形 维 数 是 2, 但 平均 行程 为 
有 限时 的 分 形 维 数 有 可 能 依赖 于 观测 尺度 . 如 果 用 比 平均 自由 行 
程 更 短 的 尺度 去 观测 ,粒子 的 轨迹 看 上 去 就 应 该 像 直线 .反之 ,如 
朵 用 非常 大 的 尺度 去 观测 ,就 应 该 和 通常 的 布朗 运动 难以 区 别 开 
来 .对 一 维 空间 中 平均 自由 行程 为 有 限 的 随机 行走 ,利用 重 正 化 群 
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的 方法 ,可 示 得 到 下 面 的 严密 解 ; 


Dfr) = 2- (3.138) 


1+ 二 
ro 


其 中 六 是 与 平均 行程 成 比例 的 参数 . 如 D(r) 的 图 (图 3.31) 所 阿 
明 的 那样 ,D(0) = 1 和 Doo) = 2. 由 此 可 知 ,前 面 所 说 的 直观 的 
预想 是 正确 移 ( 这 个 D(r) 值 虽然 比 空间 的 维 数 4 = 1 要 大 ,但 这 
是 因为 这 个 量 不 是 Hausdorff 维 数 ,而 是 所 谓 的 潜在 维 数 D" ). 


入 1 


ro r 


图 3.31 平均 自由 行程 为 有 限 的 随机 行走 的 分 形 维 数 
+ 为 观测 尺度 ,DD 为 分 形 维 数 ,ro 为 D = 这 时 的 尺 皮 


最 近 已 确认 , 式 (3.138) 虽然 是 相对 于 一 维 空间 中 随机 行走 
的 公式 ,但 对 三 维 空间 中 的 随机 行走 也 非常 符合 .根据 式 (3.138)， 
可 用 如 下 公式 给 出 用 单位 长 度 > 测 出 的 随机 行走 轨迹 的 长 度 : 


L(r ce—t (3.139) 
1+ 三 


ro 


3.32 中 的 点 是 假设 气体 原子 为 刚体 球 来 模拟 随机 行走 的 轨迹 
并 测定 的 工 (7) 的 平均 值 , 实 线 是 由 式 (3.139) 给 出 的 曲线 ,从 图 
3.32 中 看 出 ,在 二 位 数 以 上 的 区 域内 ,点 与 实 线 非常 一 致 . 即使 对 
于 实际 溶液 中 微粒 的 随机 行走 , 式 (3.139) 也 能 给 出 好 的 结果 .对 
于 平均 自由 行程 是 有 限 的 并 且 用 通常 分 形 维 数 不 能 定义 的 随机 行 
走 ,依赖 于 观测 尺度 的 广义 分 形 维 数 也 是 适用 的 ,这 对 于 描述 实际 
的 现象 是 非常 有 用 的 . 
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图 3.32 分 子 的 随机 行走 轨迹 的 长 度 工 (>) ,模拟 值 {*) 和 理论 值 ( 一 ) 


另外 ,扩展 分 形 维 数 的 另 一 个 观点 ,是 想 用 引进 高 次 的 分 形 维 
数 来 补充 只 用 分 形 维 数 表 现 不 了 的 信息 .比如 ,即使 知道 某 个 集合 
的 分 形 维 数 是 1.3, 但 仅 靠 这 一 点 就 连 这 个 集合 是 分 散 点 的 集合 
呢 , 还 是 由 捆 皱 不堪 的 线 组 成 的 都 不 得 而 知 .有 关 构 成 这 个 集合 要 
素 的 信息 可 由 拓扑 维 数 Di 给 出 ,此 维 数 是 比分 形 维 数 更 基本 的 
量 , 就 如 在 3.3 节 中 所 说 明 的 那样 , 它 在 取 整 数值 而 不 作 位 相 变换 
的 基础 上 是 不 变 的 .关于 位 相 是 指 给 定 集 合 X 和 了 时 ,连续 函数 
A:X 一 工 是 单 值 对 应 ,道上 映射 六 :一 了 也 是 连续 时 ,X 和 了 的 
位 相 相同 ,应 该 可 以 不 相交 也 不 相 切 连续 地 从 和 变形 到 了 ,通过 把 
空间 适当 地 放大 或 缩小 ,甚至 扭转 ,可 转换 成 孤立 点 那样 的 集合 的 
拓扑 维 数 是 0 ,而 可 转换 成 直线 那样 的 集合 的 拓扑 维 数 是 1.Cantor 
集合 和 Koch 曲线 的 拓扑 维 数 分 别 为 0 和 1 就 很 明显 了 . 关于 
Sierpinski 集 的 情况 ,虽然 还 不 大 清楚 ,但 已 知 为 Dr = 1. 分 形 维 数 
与 拓扑 维 数 相 比 一 般 要 大 些 或 者 相等 .Mandelbret 以 前 把 分 形 定 
义 为 Hausdorff 维 数 比 拓扑 维 数 大 (Ds > Dr) ,其 含义 也 是 很 深 
的 . 

在 前 面 已 引进 的 Hausdorff 维 数 Dr 和 容量 维 数 Dc 以 及 信息 
量 维 数 D, ,它们 之 间 是 用 不 等 号 联系 起 来 的 .如果 从 分 维 的 “整齐 
性 ”出 发 ,希望 能 用 等 号 把 这 些 量 联 系 起 来 ,但 一 旦 对 集合 作 更 详 
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细 分 类 ,就 会 发 现 这 并 不 是 好 的 想法 .这 是 因为 即使 当 集合 具有 同 
一 Hausdorff 维 数 ,它们 的 信息 量 维 数 也 可 能 不 同 ,而 我 们 可 以 根 
据 信息 量 维 数 ,对 这 些 集 合 进行 分 类 . 从 这 一 观点 出 发 ,能 取 不 同 
值 的 高 次 分 形 维 数 越 多 ,就 越 便 于 将 相似 的 集合 详细 区 分 开 来 .下 
面 介 绍 一 个 定义 无 限 次 的 高 次 分 形 维 数 的 方法 ， 

假定 在 4 维 空间 中 ,点 呈 概 率 分 布 . 就 如 定义 信息 基 维 数 那 
样 ,假定 把 空间 分 割 成 边 长 为 的 4 维 立 方 体 ,并 且 假 定点 进 人 每 
个 立方 体内 的 概率 为 p; .对 任意 的 正 数 9( 取 1) ,利用 下 式 定义 次 
数 4 的 信息 重 I (se) 如 下 : 


L(e) = in (3.140) 
对 于 这 个 基 , 当 。e ->0 时 
1 Ls) 
D, 一 lim 7 (3.141) 


现 把 上 式 决定 的 D, 称 为 g 次 的 信息 量 维 数 .这 个 量 是 把 信息 量 维 
数 广义 化 后 的 量 , 这 是 因为 如 果 考 虑 g 一 工 极限 时 ,根据 p: = 
exp(glnp;), 可 以 得 到 


1 
1 -9 


3 = jm| - $ln(l + 3 DpInp,) | 


lim 
9 一 ] 


=— Splnp, (3.142) 


1 ts) 与 普通 的 信息 量 一 致 ,另外 ,不 仅 如 此 , 当 g 一 + 0 时 ,这 个 
量 与 容量 维 数 一 致 . 这 是 因为 


0， pr:=0 
lim p? = 1 (3.143) 
g—"+0 1， ps 天 0 
所 以 , > ' 只 能 等 于 包含 点 的 小 立方 体 的 数目 Nt{e). 


像 上 面 那样 , 当 g = 0 时 ,DD, 为 容量 维 数 . 当 g = 1 时 ,DD, 为 
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信息 量 维 数 .而 当 gq 之 2 且 为 整数 时 ,如果 考 虑 的 M 个 点 {x,| 中 
相互 之 间距 离 不 大 于 这样 的 g 个 点 的 组 合 (zxza ,… ,xz ) ,假定 
这 种 点 的 组 合 数目 为 N,(e), 并 且 如 下 定义 被 称 为 次 数 g 的 相关 
积分 的 其 : 


Cle) = lim MN,(e) (3.144) 
这 样 ,因为 C,(e) 二 exp1(1 -gq)1te)| 的 关系 成 立 , 再 假设 有 
CE) oc en 《3.145) 
则 
ww = (g -1 也，D， (3.146) 


公式 中 的 指数 y, 被 称 为 次 数 g 的 相关 指数 .特别 是 在 计算 混沌 中 
奇怪 吸引 子 的 分 形 维 数 时 ,v,{ = DD,) 是 经 党 使 用 的 量 .距离 不 足 
s 的 点 的 疮 数 可 以 定量 地 表示 随 e 变化 的 比例 . 

9 次 的 信息 量 维 数 DD, 有 了 两 个 重要 的 人 性质, 一 个 是 g 越 大 而 也 
越 小 , 即 通常 满足 下 列 不 等 式 , 即 


D, 守 Dy,(g < gq) (3.147) 
根据 这 个 不 等 式 , 特 别 是 当 g = 1,2,3 时 ,下 列 关系 成 立 , 嗓 
D>D,>y (3.148) 


一 般 地 :Hausdorff 维 数 D, 因 满 足 卫 , 六 Ds 实 D; ,所 以 9g 次 的 相 
关 指 数 y, 一 般 比 Dr 小 或 者 相等 ( 当 点 在 跑 几 里 得 空间 R* 中 均匀 
地 分 布 时 ,对 所 有 的 g 守 0, 为 D, = dd). 

另 一 个 重要 的 性 质 是 , 当 变 形 是 根据 可 微分 的 映射 产生 时 , 则 
D, 是 不 变 的 .如 果 空 间 急 剧变 形 达 到 不 可 能 微分 的 程度 ,那么 , 除 
了 刚才 介绍 的 拓扑 维 数 Dr 外 ,其 余 的 基 就 完全 改变 了 .但 是 , 当 
空间 图 湖 地 焉 扭 得 不 太 厉 害 时 ,DD, 是 不 变 的 . 

到 目前 为 止 ,研究 欧 几 里 得 空间 中 集合 的 维 数 时 ,虽然 都 是 以 
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通常 的 距离 + = V xt + za + … + zx 为 基础 ,但 通常 的 距离 并 不 
一 定 对 所 有 的 问题 都 合适 ,在 这 种 情况 下 ,我 们 有 必要 引进 一 种 新 
的 细 离 ,作为 一 个 连结 集合 中 两 点 间 的 距离 , 它 不 是 通常 的 距离 ， 
把 它 看 成 为 连结 两 点 的 边 数 的 最 小 值 而 更 具有 物理 学 的 意义 .这 
是 因为 被 放置 在 某 格 点 上 的 电子 只 能 在 被 连结 的 边 上 移动 ,因此 ， 
连结 两 点 的 边 数 越 少 ,就 越 能 飞快 地 在 这 两 点 之 间 移 动 . 当 考 虑 这 
样 的 问题 时 , 利用 连结 的 边 数 ,从 某 点 可 到 达 的 格子 点 的 数目 
N(n) 就 是 最 基本 的 量 . 当 N(n) 以 的 取 敌 增 加 时 ,连结 格子 点 


的 广 延 是 分 形 的 .这 时 ,把 由 下 式 定义 的 分 称 为 广 延 维 数 


N(n) cc nD (3.149) 


像 这 样 在 连结 的 格子 点 上 定义 的 维 数 , 当 然 与 它 填 进 的 空间 无 关 ， 
所 以 ,在 平面 上 描绘 的 图 形 的 维 数 超过 2, 也 是 完全 可 能 的 . 比如， 
在 图 3.33 中 所 表示 的 被 称 为 Cayley 树 图 形 的 情况 下 ,如果 假 定 n 


~ wm 时 ,就 可 确定 了 = oo. 在 处 理 格子 体系 问题 时 , 广 延 维 数 往 
往 具有 重要 意义 . 


3.33 ”Cayley 树 一 一 实际 的 分 支 无 限 地 继续 不 断 


在 本 章 前 几 节 中 介绍 了 许多 不 同 定义 的 维 数 , 有 时 常 把 它们 笼统 
地 称 之 为 分 形 维 数 . 下面 简略 地 说 明 一 下 这 些 维 数 的 数值 之 间 的 
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关系 .除了 谱 维 数 和 广 延 维 数 外 ,其 他 所 有 能 取 非 整数 的 维 数 都 大 
于 Dr (拓扑 维 数 ) 而 小 于 a( 欧 几 里 得 维 数 ): 

Dr <D,D, ,DasD ,DDD Sd (3.150) 
式 中 DD 代表 分 形 维 数 , 它 没有 严格 的 定义 ,是 能 取 非 整数 值 维 数 
的 代表 , 常 把 它 与 Hausdorff 维 数 或 容量 维 数 同样 看 待 . 对 于 填 满 
欧 几 里 得 空间 那样 的 集合 ,因为 Dr = d, 所 以 这 些 维 数 都 取 辣 一 
数值 .另外 ,下 列 不 等 式 成 立 


D>D 安 DD, (og>1) (3.151) 


[4 


D, S Ds (3.152) 


式 中 (3.152) 的 D, 和 Ds 不 相等 是 指 考虑 实数 轴 上 的 有 理 数 的 集 
合 的 时 候 , 有 理 数 的 集合 是 自 相 做 的 ,而且 DD, = 1. 但 因为 有 理 数 
是 可 数 集合 ,所 以 就 有 Ds = 0. 对 此 ,有 理 数 的 容量 维 数 D， = 0. 
对 此 ,有 理 数 的 容量 维 数 D. = 1. 一般 地 定义 DD, 时 ,预计 有 下 列 关 
系 
D,=D. (3.153) 
那么 ,如 果 拒 所 考 虚 的 集合 的 闭 包 ( 指 包含 A 的 所 有 闭 集合 的 全 
集 ) 作为 对 象 , 则 下 式 成 立 
D, = 万 = Dy (3.154) 
当 处 理 实际 存在 的 物体 时 ,因为 只 考虑 闭 集 合 就 足够 了 ,所 以 可 认 


为 式 (3.154) 一 般 是 成 立 的 .因为 广 延 维 数 全 与 被 填 进 的 空间 完 
全 无 关 , 而 仅 取 决 于 点 的 连接 ,所 以 ,一 般 与 其 他 维 数 无 关 . 但 是 ， 
如 果 把 点 只 限于 R” 中 的 格子 点 ,那么 下 列 关系 成 立 


A 
D, 守 DD (3.155) 


这 是 因为 不 管 哪 一 个 量 都 是 由 在 某 距 离 以 内 点 的 数目 来 决定 的 ， 
所 以 一 般 的 距离 总 是 比 用 边 的 数目 定义 的 距离 要 小 . 
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最 后 再 看 一 下 潜在 维 数 DD" .如果 空间 维 数 是 二 维 以 上 ,那么 
布朗 运动 轨迹 的 Hausdorff 维 数 就 成 为 D = 2, 这 是 大 家 都 知道 
的 ,但 空间 维 数 在 2 以 下 也 把 其 中 的 轨迹 维 数 认定 为 2 时 ,一 般 就 
不 容易 为 人 们 所 接受 ,因此 ,引进 一 个 新 的 潜在 维 数 D' ,使 它 成 
为 也 ”= 2 就 便利 多 了 .潜在 维 数 可 取 负 值 ,也 可 取 比 空间 维 数 4 
大 的 值 , 它 与 Hausdorff 维 数 之 间 的 关系 如 下 


0 {(D" 志 0) 
Dr =4D’ {0<D' < da) (3.156) 
d (D’' 之 4) 


$3.6 分形 理论 的 发 展 一 一 多 重 分 形 


分 形 概念 揭示 了 自然 界 中 一 大 类 无 规 形 体 的 内 在 规律 性 
一 一 标 度 不 变性 .这 些 形体 包括 物理 系统 的 混沌 和 由 非 线性 动力 
学 控制 的 海岸 线 . 内 电 , 云 等 自然 里 物 , 标 度 不 变性 是 指 这 些 几 何 
形体 在 动力 学 演化 过程 中 或 在 某 一 时 刻 , 在 一 定 的 标 度 尺度 范围 
内 ,其 相应 的 测度 不 随 尺度 的 改变 而 变化 .人 们 通过 对 各 类 分 形 结 
构 的 深入 研究 ,已 经 分 别 定义 了 各 种 分 形 维 数 .分 形 维 数 是 在 分 形 
意义 上 由 标 度 关系 得 出 的 一 个 定量 的 数值 ,但 在 事实 上 , 它 除了 标 
志 着 该 结构 的 自 相 似 构 造 规 律 外 ,并 不 能 完全 揭示 出 产生 相应 结 
构 的 动力 学 过 程 , 近年 来 的 研究 结果 表明 ,就 分 形 几 何 学 而 言 , 实 
际 上 并 不 像 研究 初期 所 想象 的 那样 ,存在 着 一 个 普 适 的 分 形 维 数 . 
”人 们 发 现 , 仅 用 一 个 分 形 维 数 来 描述 经 过 复杂 的 非 线 性 动力 学 演 
化 过 程 而 形成 的 结构 显然 是 不 够 的 . 而 且 在 各 个 复杂 形体 的 形成 
过 程 中 ,其 局 域 条 件 是 十 分 重要 的 ,不 同 的 局 域 条 性 或 者 由 涨 落 引 
起 的 参量 的 波动 是 造成 这 类 形体 的 形态 各 异 的 主要 原因 之 一 . 众 
所 周知 ,在 大 多 数 的 物理 现象 中 ,系统 的 行为 主要 取决 于 某 个 物理 
参量 (通常 是 标量 ,如 概率 、 电 位 差 \ 压 力 ,浓度 等 ) 的 空间 分 布 . 因 
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此 ,如 果 考 虑 分 形体 的 物理 本 质 ,在 与 分 形 生 长 有 关 的 现象 中 也 应 
存在 其 类 似 的 某 个 量 的 空间 分 布 .为 了 进一步 了 解 在 分 形体 形成 
过 程 中 局 域 条 件 的 作用 ， 人 们 提出 了 多 重 分 形 (multifractal 
approach) ,也 称 为 分 形 测度 (fractal measure) , 它 所 讨论 的 主要 是 
某 个 参量 的 概率 分 布 . 

多 重 分 形 也 被 译 为 “多 标 度 分 形 ”,“ 复 分 形 ”等 , 它 被 用 来 表 
示 仅 用 一 个 取决 于 整体 的 特征 度 指 数 ( 即 分 形 维 数 ) 所 不 能 完全 
描述 的 奇异 概率 分 布 的 形式 ,或 者 说 用 一 个 谱 函 数 来 描述 分 形体 
不 同 层次 的 生长 特征 ,从 系统 的 局 部 出 发 来 研究 其 最 终 的 整体 特 
征 . Mandelbrot 在 1974 年 研究 流体 济 流 时 ,首先 观察 到 了 这 种 多 
重 标 上 度 特性 ,此 后 ,Grassberger、Hentschel 和 Procaccia 在 研究 奇异 
吸引 子 时 又 发 展 了 这 一 概念 ,并 给 出 了 现在 通常 使 用 的 数学 公式 ， 
而 把 这 一 概念 用 于 实验 观测 结构 的 分 析 是 Frisch、Parisi 和 Benzi 
等 在 1985 年 左右 完成 的 . Halsey 等 又 较为 系统 地 将 这 一 理论 用 于 
研究 包括 有 限 扩 散 凝 聚 (DLA) 集团 内 的 分 形 生长 . 

多 重 分 形 所 涉及 的 问题 是 某 个 参量 的 概率 分 布 ,这 点 和 统计 
物理 的 正则 分 布 ( 基 有 了 确定 的 粒子 数 .体积 和 温度 的 系统 处 在 某 微 
观 状态 上 的 概率 分 布 ) 是 类 似 的 . 据 此 ,可 把 多 和 恒 分 形 参 量 与 热力 
学 和 统计 物理 有 关 和 参量 进行 类 比 , 从 而 提供 研究 多 重 分 形 的 一 种 
较 有 效 的 方法 .1986 年 以 来 ,有 关 多 重 分 形 理论 及 其 应 用 的 报道 
渐 多 ,并 建立 了 多重 分 形 的 一 些 热 力学 公式 ,但 未 见 其 参量 与 热力 
学 和 统计 物理 参量 的 对 应 关系 及 有 关 参 量 物 理 意义 的 报道 . 康 承 
华 对 此 进行 了 较 系 统 的 爹 面 的 类 比 , 找 出 了 它们 间 的 对 应 关系 ,并 
秀明 了 它们 的 物理 意义 . 

(1) 描述 多 重 分 形 的 参量 

风 重 分 形 描述 的 是 分 形 概 何 体 在 生长 过 程 中 的 不 同 层次 和 特 
征 . 现 把 所 研究 的 对 象 分 为 NN 个 小 区 域 , 设 第 i 个 小 区 域 线 度 大 小 
为 L; ,分 形体 生长 界面 在 该 小 区 域 的 生长 概率 为 P; ,不 同 小 区 域 
生长 概率 不 同 ,可 用 不 同 标 度 指数 a, 来 表征 . 

P, = Ls i = 1,2,3,…,N (3.157) 
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若 线 度 L, 趋 于 零 , 则 式 (3.157) 可 写 为 


,lnP., 
2 一 lim 瑟瑟 (3.158) 


若 (3.158) 表明 了 ai 为 分 形体 某 小 区 域 的 分 维 , 称 为 局 部 分 
维 .其 值 大 小 反映 了 该 小 区 域 生长 概率 的 大 小 , 若 实验 测 出 P, 即 
可 求 出 a;. 

多 重 分 形 用 a, 表示 分 形体 小 区 域 的 分 维 , 由 于 小 区 域 数 且 很 
大 ,于 是 可 得 一 个 由 不 同 a, 所 组 成 的 无 穷 序列 构成 的 谱 并 用 f(a) 
表示 之 . f(a) 和 a 是 描述 多 重 分 形 的 一 套 参 量 . f(a) 又 被 称 为 奇 
异 谱 . 我 们 也 可 从 信息 论 的 角度 选择 另 一 套 描述 多 重 分 形 的 参 若 . 

把 式 (3.157) 两 边 各 自 乘 g 次 方 并 到 和 得 


ZIP = ZL) = X(g) (3.159) 
9 次 信息 维 D, 的 定义 为 


D, = lim— lL. PX 


lim mi = D9) (3.160) 


9 和 DD 就 是 描述 多 重 分 形 的 另 一 套 和 参量 ,这 在 8$3.5 节 中 已 经 讨 
论 过 了 .这 两 套 和 参量 问 的 联系 为 Legendre 变换 


D, = [ge - f(a)] (3.161) 


fla)= ga — r(gq) (3.162) 
其 中 r(g) = (gq 1)D,. 由 式 (3.161) 知 , 若 已 知 e 及 其 谱 
f(a), 则 可 求 出 D, .由 式 (3.159) 与 (3.160) 可 见 , 若 实 验 测 出 PP， 
也 可 求 得 DD, .车 求 得 DD, , 则 a 可 由 下 式 求 出 
d d 
a(lg) = gg (9) = gst(9 ~ DD,] (3.163) 
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再 利用 式 (3.161) 可 求 出 f(a). 
式 (3.161) 和 (3.163) 是 研究 多 重 分 形 很 有 用 的 公式 . 
(2) 多 重 分 维和 广义 粹 函数 
在 统计 物理 中 ,有 玻 耳 兹 曼 关 系 


和 = 天 ln {3.164) 


式 中 KK = 1.38 x 10 J/K , 称 为 玻 耳 兹 曼 常 数 ,0 称 为 系统 的 微 
现状 态 数 . 

1988 年 柯 摩 托 (Eohmoto) 引 人 了 广 系 灶 函 数 Qte,a) ,其 定 
六 为 


Q{e,a) = inQ(e,a) (3.165) 


式 中 。 是 对 应 线 度 L, 的 标 度 指数 .上 L，= e "“ ,人 (ea)deda 是 多 重 
分 形 指数 位 于 (e,se + de) 和 (4,a + da) 内 填充 球 数 .f(a) 和 
Q(s ,a) 的 联系 为 


"Qe 0) (3.166) 


L 


式 (3.166) 建立 了 广义 粹 函数 和 多 重 分 维 f(a) 的 联系 . 
比较 式 (3.165) 和 (3.166) 可 知 ,车 2(e,a) 越 大 ,f(a) 也 越 
大 ,这 说 明 研 究 对 象 越 粗 烟 、 越 复杂 、 越 不 规则 、 越 不 均匀 . 因此， 
fla) 的 物理 意义 是 研究 对 象 粗 糙 程 度 .复杂 程度 ,不 规则 程度 ,不 
均匀 程度 的 上 度量， 
信息 维 刀 , 和 信息 炉 Sr 的 联系 为 


fo 四 


《3.167) 


式 中 C 为 常数 , 工 为 线 度 (测量 码 尺 ). 
比较 式 (3.166) 和 (3.167) 可 知 ,D; 和 f(a) 对 应 ,Sn 和 Q(e， 
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4) 相对 应 .信息 Si 是 统计 物理 炉 S 的 推广 ,而 统计 物理 丧 S 是 
信息 灶 Ss 的 特例 ,因此 称 Qls ,a) 为 广义 精 函 数 是 很 合适 的 . 

比较 式 (3.166) 和 (3.167) 还 可 知 ,D, 是 f(a) 的 特例 .事实 
上 ,由 式 (3.161) 可 知 ,g =0 时 ,D, = Ds = ja): 若 gg = 1 时 ， 
f(a4a) = a = 了 D. 因 此 多 重 分 维 f(a) 是 简单 分 维 D, 和 品 , 的 推 
广 ,Du 和 了 是 f(a) 的 特 便 . 

由 式 (3.166) 可 知 , 多 重 分 形 理论 中 的 f(g) 相应 * 箭 ”的 量 ， 
因为 粹 函数 Q(s ,a) 是 热力 学 雯 (或 统计 物理 粹 ) 的 推广 ， 

(3) g 次 信息 维和 广义 自由 能 

fla) 和 广义 灶 函 数 Q(se ,a) 相对 应 ,下 面 将 看 到 gq 次 信息 维 
娓 , 和 广义 自由 能 G(9) 相对 应 . 

在 统计 物理 中 ,计算 配 分 函数 是 非常 重要 的 . 车 已 知 配 分 函 
数 ,所 有 重要 热力 学 量 均 可 求 得 .正则 分 布 的 配 分 函数 Z 和 自由 能 
F 的 联系 为 


1 


F = Hn2 


(3.168) 


式 中 8 = (KK， 了 分 别 为 获 耳 兹 曼 常 数 和 热力 学 温度 )， 


在 多 重 分 形 理论 中 ,定义 配 分 函数 X(q) = 之 ) 包 ,定义 广义 
自由 能 G(gq) 为 


1 
G{(g) = 一 m9) (3.169) 
利用 式 (3.160),(3.162) 与 (3.169) 可 得 


r(q) = Dg -1) = lim HY (3.170) 
四 ln 工 
式 (3.170) 表明 ,c(g) 或 D, 和 广义 自由 能 有 联系 . 
在 热力 学 和 统计 物理 中 最 基本 的 热力 学 函数 是 内 能 U. 炳 5 
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以 及 物 态 方 程 ,但 引 人 辅 助 热 力学 函数 (如 给 、 自 由 能 ) 后 ,对 解决 
某 些 问 题 尤 为 方便 .同样 ,在 多 重 分 形 理论 中 ,由 于 DD, 包含 了 分 形 
理论 所 涉及 的 全 部 维 数 ,同时 由 于 D, 容易 测量 , 若 测 得 了 了, 值 ， 
就 可 通过 式 (3.163) 得 到 ake), 进 而 由 式 (3.161) 得 到 f(a). 因 
此 多 重 分 形 理 论 中 , 某 些 问题 使 用 4 与 D。 来 描述 也 是 方便 的 . 

(4) 多 重 分 形 参量 a,g 和 正则 系统 能 量 s ,温度 B 

在 多 重 分 形 理论 中 ,利用 式 (3.157) 及 配 分 函数 X(q) 的 定义 
可 得 


X(q) = Dp = 二 [位 ) ] (3.171) 
在 统计 物理 中 ,正则 分 布 的 配 分 匡 数 Z 的 定义 为 
Z= De = Dle®) (3.172) 


式 中 8 = re 为 正则 系统 处 于 第 S 状态 的 能 量 . 


比较 式 (3.171) 与 (3.172) 可 知 ,多 重 分 形 参量 a ( 标 度 指数 ) 
和 正则 系统 的 能 量 e, 相对 应 ,多 重 分 形 的 参量 g 和 正则 系统 的 8 
相对 应 .对 式 {3.168) 和 (3.169) 确切 地 说 有 应 和 za 相对 应 .再 据 
式 (3.164) 和 (3.165) ,可 见 n 与 11K 对 应 ,因此 9 应 和 温度 了 的 
倒数 相对 应 ， 

的 确 ,在 多 重 分 形 理论 中 ,一 维 映像 的 内 能 U(g) 可 表 为 


_ | 9lnZn(g,g) 
U(lg) = lim Fg (3.173) 


式 中 g 为 一 维 映像 X,，= g(X) 的 函数 参量 ,2Z, 为 配 分 函数 ， 
在 统计 物理 中 ,正则 系统 内 能 口 (8) 表 为 


dlnZ 


58 (3.174) 


UtB) = 一 


式 中 8 = EE,Z 为 正则 系统 的 配 分 丽 数 ， 
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比较 式 (3.173) 与 (3.174) ,ng 确 和 相对 应 ， 

(5) f(a) 突变 和 一 级 相 变 ( 炉 突 变 ) 

在 热力 学 中 ,一 级 相 变 的 特征 是 : 相 变 时 两 相 的 化 学 势 连 续 ， 
但 化 学 势 的 一 阶 偏 导数 不 连续 (突变 ), 即 在 某 一 临界 温度 T 处 ， 
烂 S 有 突变 . 

在 多 重 分 形 理论 中 ,所 谓 相 变 是 指 系统 发 展 到 一 定 程度 后 ， 
fla) 不 连续 .此 时 有 一 临界 值 q. .对 一 维 映像 ,在 9g. = 1 处 , 丧 有 
有 突变 . 

在 多 重 分 形 理论 中 ,所 谓 相 变 是 指 系 统 发 展 到 一 定 程度 后 ， 
fla) 不 连续 ,此 时 有 一 临界 值 a .对 一 维 映 像 ,在 g. = 1 处 有 

1 ， qg<1 
flalg)] = | (3,175) 
0， qaq>1 
式 (3.175) 说 明 在 go. = 1 处 ,ff(a)y 有 突变 , 据 式 (3.165) 说 明 广义 
烂 函 数 Q(e,e) 也 有 突变 ,这 种 情况 和 热力 学 中 炳 突变 是 类 似 的 ， 
这 就 是 多 重 分 形 理论 中 的 一 级 相 变 . 

由 上 面 的 讨论 可 得 如 下 三 点 结论 : 

QD 多 重 分 形 理论 的 参量 与 热力 学 和 统计 物理 参量 有 对 应 关系 . 

加 把 多 重 分 形 理论 与 热力 学 和 统计 物理 进行 热力 学 类 比 ,可 
对 多 重 分 形 的 参量 物理 意义 有 较 深刻 的 理解 与 体会 . 

鲜 对 多 重 分 形 进行 热力 学 类 比 , 为 进一步 分 析 分 形体 的 特征 
提供 新 的 途径 . 

综 上 所 述 ,多重 分 形 描述 的 是 一 个 具有 标 度 特性 的 分 形 几 何 
体 在 生长 过 程 中 不 同 层次 的 特征 . 每 一 个 不 同 的 层次 用 不 同 的 参 
重 来 表示 ,这 些 不 同 的 参量 构成 一 个 集合 .为 了 在 数学 上 对 这 样 的 
集合 在 分 形体 上 的 分 布 进行 定量 描述 ,多重 分 形 理论 假设 所 讨论 
的 对 象 的 每 一 个 层次 都 具有 标 度 性 .因此 ,可 以 将 研究 的 对 象 分 成 
不 同 线 度 的 小 区 域 并 将 具有 生长 概率 的 那些 区 域 用 特征 标 庶 指 数 
a 来 表征 ,这 样 就 得 到 了 一 个 由 不 同 的 a 组 成 的 集合 . 

为 了 理解 这 样 一 个 集合 的 物理 意义 ,可 以 考虑 一 个 在 自然 界 

”209 ， 


中 形成 的 分 形体 的 实际 情况 . 如 以 海岸 线 为 例 ,两 段 完 全 相同 的 海 
岸 线 是 不 存在 的 ,因此 ,可 以 理解 ,在 我 们 所 选取 的 研究 对 象 上 的 
两 个 相隔 大 小 但 不 同位 置 的 小 区 域 中 的 情况 是 各 不 相同 的 ,因而 
用 来 描述 它们 的 参量 a 也 不 一 样 .此 外 ,由 于 这 样 的 小 区 域 的 数目 
通常 是 很 大 的 ,从 而 由 这 些 a。 所 组 成 的 集合 可 以 看 作 是 由 一 个 无 
限 的 序列 构成 的 ,这 一 个 序列 构成 一 个 谱 f(a), 它 的 性 质 反 映 了 
所 研究 的 问题 的 某 种 有 区 别 的 特性 ， 

在 具体 研究 一 个 分 形体 的 生长 特性 时 ,必须 将 f(a) 与 可 观 
测 的 量 相 联系 .对 于 生长 现象 ,容易 想到 ,生长 概率 或 其 他 定义 在 
结构 上 的 具有 概率 性 质 的 某 种 测度 ,如 归 一 化 的 质量 .电荷 等 是 一 
个 可 以 观测 到 的 贡 ,而 且 它 也 决定 了 所 划分 的 小 区 域内 的 标 度 指 
数 .如 果 将 生长 概率 作为 可 观测 量 ,但 它 并 不 能 直接 与 f(a) 相 联 
系 , 因 为 f(a) 只 表征 了 a 的 奇异 值 所 在 集合 的 差别 ,因而 它 只 与 
9 次 信息 量 维 数 D, 相 联 系 . 由 式 (3.159) 和 (3.160) 可 知 ,由 实验 
测 出 生长 概率 p;, 即 可 求 得 D,. 再 由 式 (3.163) 求 出 <, 由 式 
(3.161) 求 出 f(a). 

对 于 一 个 分 形体 的 演化 过 程 ,如 DLA 生长 ,主要 取决 于 其 “ 活 
有 跃 区域”, 亦 即 其 生长 的 前 沿 部 分 .在 一 个 真实 的 生长 过 程 中 ,这 些 
活 获 区 域 的 局 城 条 件 是 各 不 相同 的 .图 3.34 是 DLA 凝聚 体 的 也， 
曲线 和 f(a) 曲线 . 


~ 4 ™l 


3,34 
ta) DLA 贬 药 体 的 姜 , 曲线 


(by DLA 狗 训 体 的 f(a) 
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一 般 地 , f(a) 是 一 个 凸 曲 线 ,其 峰值 Flas) = Du。 ,就 是 通常 
所 说 的 分 形 维 数 .在 曲线 的 末端 处 斜率 为 无 穷 大 ,而 f(a) = a 的 
值 为 DD, , 即 信息 维 数 ， 

多 重 分 形 理 论 在 措 述 分 形体 的 几何 特征 时 的 意义 ,特别 衣 显 
地 表现 在 当 单个 分 形 维 数 对 所 关心 的 问题 的 描述 失效 时 .例如 , 当 
两 个 分 形体 的 分 形 维 数 在 数值 上 十 分 相近 而 其 几何 形态 却 大 不 一 
样 时 , 单 标 度 的 分 形 理论 显然 无 能 为 力 ,下 面 以 了 模型 (7 = 2) 和 
Boter -Jullien 模型 所 获得 的 分 形 集 团 为 例 ( 参 见 图 3.35).7 模型 
即 广义 DLA 模型 ,按照 这 个 模型 ,在 集团 任 一 周 界 点 X 处 的 生长 
概率 正比 于 Laplace 场 的 梯度 ,部 


(四 ) Ch} 


a 
(cy 
(a) 了 模型 和 (b}) Botet - Jullien 模型 产生 的 分 形体 ， 
《e) 与 (ay 和 (b) 所 示 分 形体 相对 应 的 多 重 分 形 谱 
3.35 
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Pifz) ccl 多 (zy 13 (3.176) 

7 模型 的 分 形 维 数 依赖 于 参量 ?. 

Botet - Jullien 模型 是 以 稳定 (平衡 ) 的 方式 来 产生 凝聚 集团 
的 ,7 模型 却 是 非 平衡 的 .从 图 3,35(a) 和 (b) 中 可 以 清楚 地 看 到 ， 
这 两 个 分 形 集 团 的 几何 特征 具有 相当 大 的 差别 ,但 它们 的 分 形 维 
数 却 是 几乎 相同 的 .上面 已 经 指出 ,它们 的 形成 机 制 是 完全 不 同 
的 ,因此 单 标 度 分 形 理论 在 本 例 中 是 不 能 有 区 别 地 描述 这 两 个 模 
型 产生 的 分 形 和 集团 . 

但 是 ,从 图 3.35(c) 中 可 以 看 到 ,在 这 两 个 分 形 集团 的 多 重 分 
形 谱 上 却 清楚 地 反映 了 它们 的 差别 . 由 Botet - Jullien 模型 得 到 的 
集团 的 屏蔽 区 和 生长 区 的 面积 是 相当 的 , 即 被 屏蔽 的 点 和 生长 点 
的 比 接近 于 1, 从 而 这 个 集团 几乎 是 无 屏 项 地 生长 的 ,因此 它 应 当 
是 “平衡 态 ” 的 性 质 .这 里 的 “平衡 " 与 “ 非 平衡 ”的 物理 意义 之 一 是 
其 生长 概率 分 布 为 均匀 或 不 均匀 . 
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第 四 章 ”分 形 与 混沌 理论 的 应 用 


分 形 与 混沌 理论 是 20 世纪 80 年 代 科学 思想 和 方法 的 一 个 突 
破 , 分 形 与 混 沪 理论 中 的 结构 自 相 似 概念 ,在 信息 论 .控制 论 和 系 
统 论 的 巨大 冲击 之 下 ,迅速 发 展 到 形态 、 功 能 、 信 息 、 时 间 等 方面 ， 
升华 为 一 种 新 的 科学 方法 论 . 它 是 一 种 辩证 的 思维 方法 和 认识 方 
法 , 它 与 近年 来 产生 的 耗 散 结构 ,突变 论 和 协同 学 ,在 许多 方面 协 
调 一致 , 又 与 系统 论 相 辅 相 成 ,形成 互补 之 态 . 

现 民 系 统 论 认为 ,整体 “大 于 ”其 孤立 部 分 的 总 和 ,整体 的 性 
质 和 规律 只 存在 于 其 组 成 各 要 素 的 相互 联系 、 相 互 作用 中 .整体 具 
有 其 组 成 部 分 在 孤立 状态 时 所 没有 的 新 性 质 ,从 向 揭示 了 宏观 的 
整体 规律 . 

分 形 论 认为 ,分 形 内 部 任何 一 个 相对 独立 的 部 分 ,在 一 定 程度 
上 都 应 是 整体 的 再 现 和 相对 缩影 ,人 们 可 以 通过 认识 部 分 来 认识 
整体 .但 是 分 形 元 只 是 构成 整体 的 单位 ,与 整体 相似 ,并 不 简单 地 
等 同 于 整体 ,整体 的 复杂 性 远 远大 于 分 形 元 .更 重要 的 是 ,分 形 理 
论 指出 了 分 形 元 构成 整体 所 遵循 的 原则 和 规律 ,是 对 系统 论 的 一 
个 重要 补充 . 

从 分 析 事 物 的 视角 来 看 ,分 形 论 和 系统 论 体现 了 从 两 个 极端 
出 发 的 思路 ,系统 论 从 整体 出 发 来 确定 各 部 分 的 系统 性 质 , 从 宏观 
到 微观 考察 整体 与 部 分 间 的 相关 性 ,而 分 形 论 则 是 从 部 分 出 发 来 
确立 整体 揭 性 质 , 沿 着 从 微观 到 宏观 的 方向 展开 ,系统 论 强调 部 分 
对 整体 的 依赖 性 ,而 分 形 论 则 强调 整体 对 部 分 的 依赖 性 ,二 者 的 互 
补 构成 了 完整 的 辨证 思维 方法 . 

分 形 几何 升腾 为 分 形 论 , 它 的 应 用 范围 大 大 拓 广 了 ,人们 观察 
到 了 自然 界 、 社 会 和 人 类 思维 活动 中 广泛 存在 的 分 形 现 象 ,认识 到 
了 分 形 的 普遍 性 . 

213， 


在 自然 科学 的 各 个 研究 领域 里 ,人 们 运用 分 形 论 , 从 数理 化 、 
天 地 生 到 医 工 农 等 领域 都 获得 了 许多 新 认识 和 新 进展 ,如 物理 中 
的 渗流 与 相 变 .化 学 中 的 高 分 子 链 、 催 化 剂 表面 . 凝 胶 .天 文学 中 的 
星团 分 布 . 宇 出 大 尺度 结构 .地 学 中 的 渗流 .地貌 演化 ,地 理 中 的 河 
流 与 水 系 ,医学 中 人 体 组 织 结构 (如 血管 , 肺 ,心脏 等 的 分 形 描述 )、 
材料 的 损伤 断裂 ,石油 开采 中 的 据 进 ……. 

懂得 分 形 的 社会 科学 家 和 经 济 学 家 们 观察 到 社会 和 经 济 活动 
中 表现 出 的 自 相似 现象 , 并 用 分 形 论 来 思考 和 研究 社会 活动 中 的 
问题 ,懂得 分 形 思想 的 语言 学 家 ,运用 分 形 论 重新 审视 语言 与 写 
作 , 如 词 频 分 布 .写作 过 程 中 的 中 心 与 层次 的 网 套 , 社 会 科学 中 应 
用 分 形 论 获得 的 新 认识 ,真是 举 不 胜 举 . 

思维 科学 是 研究 人 的 有 意识 的 思维 的 特点 .规律 .历史 发 展 和 
人 工 模拟 的 科学 .用 脑 思考 脑 , 用 思维 求索 思维 ,并 不 是 陷 人 了 自 
我 相关 的 悖 论 ,而 正 是 分 形 的 体现 .在 古代 .近代 和 现代 ,人 类 的 思 
维 都 有 这 样 的 特点 , 莫 高 窟 的 1 尊 佛像 ,身上 还 肇 有 15000 尊 小 佛 
像 , 佛 中 有 佛 ; 一 个 寿 字 竟 由 100 个 形态 各 蜡 的 寿 字 组 成 , 寿 中 有 
寿 ;M.C. 埃 会 尔 的 版 画 “ 鱼 和 鳞 ” ,不 仅 是 鱼 中 有 钥 , 多 中 有 和 鱼 的 同 
套 结构 ,而 且 表 现 了 鱼 的 补 集 又 是 鱼 的 互 嵌 前 律 与 形式 美 ,体现 了 
局 部 与 整体 的 相似 性 .这 些 例子 说 明 , 人 类 的 思维 活动 中 存在 着 分 
形 的 规律 . 

有 一 些 实验 证 明 , 大 脑 是 按 全 息 方式 工作 和 和 分散 存 贮 信息 的 ， 
其 道理 就 像 激 光 全 息 照 片 一 样 , 这 正 是 分 形 论 的 精 体 ,每 一 个 局 部 
都 是 整体 的 缩影 和 再 现 . 

分 形 论 在 科学 思想 和 方法 .认识 论 上 产生 重要 作用 的 例子 还 
有 很 多 . 概 而 言 之 ,分 形 论 的 提出 ,对 科学 的 认识 和 方法 论 有 下 述 
深远 意义 ;分形 论 据 示 了 整体 与 部 分 之 间 的 内 在 联系 ,找到 了 从 部 
分 过 滤 到 整体 的 媒介 和 桥梁 ,说 明了 部 分 与 整体 之 间 的 信息 “ 同 
构 ”; 分 形 与 混沌 的 普遍 性 和 密切 联系 ,打破 了 学 科 间 条 块 分 割 的 
局 面 ,使 各 个 领域 的 思想 家 团结 到 一 起 ,为 描述 非 线 性 复杂 系统 提 
供 了 简单 的 几何 语言 ,使 科学 家 对 系统 的 思维 方法 从 线性 进展 到 
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非 线性 ,并 与 系统 论 来 互补 ,揭示 了 系统 多 层面 .多 视角 、 多 维度 的 
联系 方式 ,从 一 个 新 的 层面 深化 和 丰富 了 局 部 与 整体 之 间 的 辩证 
关系 ,为 人 们 认识 世界 提供 了 一 种 新 的 方法 论 , 使 人 们 得 以 从 局 部 
认识 束 体 ,从 有 限 认识 无 限 ,从 非 规则 认识 规则 ,从 混沌 认识 有 序 . 

分 形 与 混沌 动力 系统 理论 进一步 丰富 和 深化 了 唯物 辩证 法 关 
于 普遍 联系 和 世界 统一 性 原理 .分 形 论 从 一 个 特定 层面 直接 揭示 
了 字 宙 的 统一 图 景 ,而 分 形 与 动力 系统 可 以 共同 对 世界 物质 统一 
性 从 时 态 与 历时 性 两 个 维度 上 展开 说 明 :动力 系统 理论 说 明 , 自然 
界 中 比 合 着 历史 的 演化 与 巡 变 的 信息 ; 另 一 方面 ,分 形 元 与 分 形 系 
统 之 间 普 遍 的 信息 同 构 关系 编织 了 一 张 世 界 统一 的 网 络 .分 形 理 
论 在 生物 学 .地 球 物理 学 .物理 学 和 化 学 ,天 文学 .材料 科学 .计算 
机 图 形 学 .系统 科学 .经济 学 .语言 学 与 情报 学 等 领域 都 有 着 广泛 
的 应 用 .下 面 我 们 就 分 形 理论 在 几 个 方面 的 应 用 作 一 简介 . 


$4.1 分形 理论 在 地 球 物理 学 中 的 应 用 


关于 海岸 线 的 形状 是 分 形 并 可 用 随机 Koch 曲线 来 进行 模拟 
这 一 点 ,已 是 大 家 所 熟悉 的 了 .下 面 来 看 一 下 河流 的 情况 . 实际 上 
河流 也 是 典型 的 分 形 构造 .图 4.1 是 亚马逊 河 的 主流 及 支流 分 布 
图 ,由 图 中 不 难看 出 ,河流 订 曲 和 分 支 的 状态 不 论 从 主流 还 是 支流 
来 看 都 是 相似 的 .在 河流 地 貌 学 ,有 个 称 之 为 Hack 法 则 的 经 验 法 
则 , 即 主流 长 度 L. (km) 与 到 达 此 地 点 的 流域 面积 A(km ) 之 间 
存在 如 下 关系 式 


L», = 1.89A" (4.1) 
4 的 指数 不 是 0.5 就 证 明 主 流 是 分 形 曲 线 ,(4.1) 又 可 写 为 
A cc Ll (4.2) 


根据 由 测度 关系 求 维 数 的 方法 可 知 ,河流 的 主流 的 分 形 维 数 
为 1.2. 日 本 名 古 屋 大 学 分 形 研 究 会 在 对 日 本 和 记 界 各 条 河流 进 
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图 4.1 亚 马 赴 河 的 分 布 图 


行 研究 后 得 出 结论 ,河流 的 主流 的 分 形 维 数 在 1.1 一 1.3 之 间 . 

主流 的 分 形 维 数 求 出 以 后 ,再 来 看 包括 支流 在 内 的 整 条 河流 
的 维 数 为 多 大 .对 亚马逊 河 的 分 布 (图 4.1) 采用 Sandbox 法 ,用 间 
隔 为 r 的 格子 把 平面 分 割 成 边 长 为 r 的 小 正方 形 , 数 出 至 少 包含 
一 个 点 的 正方 形 的 个 数 N(r) , 画 出 -> 与 N(r) 的 双 对 数 图 ,如 图 
4.2 所 示 . 图 中 各 点 大 致 排列 在 一 条 直线 上 ,表明 N(r) 与 r 的 关 
系 满足 


N(r)ocr? (4.3) 


直线 的 斜率 即 为 其 分 形 维 数 万 , 测 得 DD 约 为 1.85. 对 沙漠 中 的 尼 
罗 河 ,用 同样 方法 求 得 分 形 维 数 大 约 为 1.4- 这 两 个 不 同 的 维 数 值 
定量 地 表明 ,多 十 地 区 的 河 ( 如 亚马逊 河 ) 支流 多 ,少雨 地 区 的 河 
(如 尼罗河 ) 支流 少 . 

从 河水 流量 的 时 间 变 化 也 可 发 现 分 形 特性 ,从 尼罗河 一 年 最 
低 水 位 变动 的 资料 推定 的 分 形 维 数 大 约 为 D = 1.1. 因 考虑 河 的 
流量 与 降水 量 成 比例 ,那么 从 流量 的 时 间 变 化 是 分 形 来 看 ,是 否 意 
味 着 气候 变化 也 是 分 形 呢 ?这 是 一 个 很 有 意义 的 研究 领域 ,有 待人 
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止 万 形 歼 (A) 


Ww 
正方 形 边 长 r(km) 


图 4,2 包机 的 正方 形 个 数 N{r) 与 r 的 双 对 数 上 坐标 图 


们 去 探索 .英国 物理 学 家 Hurst 经 60 余年 在 埃及 对 尼罗河 进行 水 
文 测量 工作 ,发 现 水 量变 化 与 传统 水 位 统计 有 偏差 .长 期 经 验 使 他 
发 更, 尼罗河 流域 的 干旱 不 是 传统 的 水 文 统计 所 设想 的 那样 ,是 一 
种 随机 现象 ,而 是 干旱 越久 ,就 越 可 能 持续 干旱 .这 一 发 现 的 意义 
为 Mandelbrot 充分 肯定 ,并 称 之 为 Hurst 现象 . 

Mandelbrot 等 还 对 Hurst 现象 作 了 理论 证 明 ,确认 他 所 创立 的 
“ 自 相 似 ” 模 型 可 以 应 用 于 水 文 现象 的 研究 ,并 将 水 文 过 程 两 种 特 
有 现象 称 为 Noth 效应 和 Joseph 效应 .Noah 效应 意味 着 不 连续 性 ， 
即 极端 的 降水 可 能 确实 是 非常 极端 的 ;Joseph 效应 意味 着 持续 性 ， 
印 强 弱 降 水 的 时 间 可 能 持续 得 相当 长 .他 们 证 明 Joseph 效应 就 是 
Hurst 现象 的 表现 ,诸如 降水 ,温度 、 树 木 年 轮 、 冰 川 纹 泥 以 及 地 震 
频率 ,太阳 黑子 ,河流 的 流向 等 一 系列 地 球 物理 现 称 ,都 符合 Hurst 
现象 .资料 表明 , 河 湖水 位 的 平均 Hurst 数 为 0.68, 平 均 分 维 DD = 
1.32, 它 们 都 与 Koch 曲线 的 分 维 (五 = 1.26) 很 接近 .这 些 研究 工 
作 表 明 ,自然 现象 也 具有 长 各 相关 性 . 

地 震 的 预测 预报 是 个 古老 而 至 今 尚未 解决 的 大 难题 ,关于 地 
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震 的 震级 与 发 生 频 率 , 有 一 个 称 之 为 古 登 保 - 里 希 特 (B. 
Gutentberg 一 C.F. Richter) 公式 的 经 验 法 则 .根据 这 一 法 则 ,地 震 
震级 M 与 发 生 比 M 还 大 的 地 震 的 次 数 N(2M) 之 间 , 有 下 列 关系 


logN(M) oe- 5M (4.4) 


上 式 简称 G -RR 公式 , 式 中 的 统计 参数 5 就 是 “地 震 5 值 ”,b 过 1. 
上 式 表 明 ,震级 M 变 小 一 级 ,发 生地 震 的 次 数 大 约 增加 10 倍 . 在 
日 本 ,M 之 6 的 地 震 每 年 大 约 发 生 7 次 ,M 实 5 的 地 均 70 次 /年 ， 
M 庆 4 的 地 震 每 为 700 光 /年 . 太 小 的 地 震 虽 然 观 测 不 到 ,但 根据 
以 上 关系 式 , 若 把 M > 1 的 地 震 进 行 平均 , 则 每 分 钟 约 发 生 1 次 左 
右 . 
众所周知 ,震级 与 地 震 释 放出 来 的 应 变 能 的 对 数 成 比例 .在 式 
(4.4) 中 , 若 用 地 震 能 量 EE 代替 震级 MM, 可 得 下 面 的 筹 分 布 式 : 


N(E)oc 已 24 (4.5) 


因 人 能量 不 是 具有 长 度 测 度 的 量 , 所 以 不 能 称 此 指数 2573 为 分 形 维 
数 , 但 此 式 却 暗示 着 地 震 现 象 与 分 形 具有 密切 的 关系 ， 
分 形 理论 已 经 应 用 于 地 条 研究 的 领域 , 人 们 正 研究 地 震 的 能 
重 分 维 .时 空 分 维 .地 震 前 兆 的 分 维 等 问题 .下 面 先 来 讨论 地 震 
值 . 对 式 (4.4) 可 以 写成 如 下 形式 
logN = a - EM (4.6) 


再 引入 近代 地 震 学 家 古 登 各 等 人 给 出 的 关于 地 震波 的 能 量 

与 震级 M 之 间 的 关系 
logE = w+ AM {4.7) 
当 EE 以 “焦耳 ” 为 单位 时 ,一 般 取 a = 4.5,8 = 1.5. 

如 果 将 地 震 的 能 量 视 为 标 度 , 地 震 能 量 的 容量 维 数 D，= 
564.5, 地 层 断 层 长 度 的 自 相似 分 维 D, = 25 ,由 此 可 见 , 地 去 值 与 
分 维 之 间 ,有 着 极其 密切 的 联系 . 

再 来 看 地 震 的 时 空 分 维 ,如 果 把 每 次 地 震 看 作 一 个 “点 事件 ”， 
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则 地 震 在 时 间 轴 上 的 投影 就 和 Cantor 集合 有 些 类 似 , 这 就 启发 人 
们 研究 地 震 时 间 分 布 的 分 维 .同样 ,地 震 在 地 球 表面 的 投影 ( 即 震 
中 分 布 ) 与 天 空 上 星罗棋布 的 星 量 一 样 ,也 类 似 于 某 种 分 形 ,也 可 
以 研究 它们 空间 分 布 的 分 维 . 

旧 前 ,测算 地 震 时 间 分 维 多 采 用 “ 标 度 变 换 法 ” , 即 选取 一 时 间 
尺度 s 将 整个 时 间 区 间 划 分 为 若干 个 时 段 , 统 计 其 有 震 ( 指 起 始 蕊 
级 Mu 以 上 的 地 震 ) 时 段 数 N(e), 然 后 改变 e 的 大 小 ,再 统计 一 个 
新 的 N(e). 依 次 类 推 , 由 一 系列 的 es 值 及 其 相应 的 N(e) 值 ,在 双 
对 数 坐 标 上 画 出 loge 一 logN (se) 图 .图 4.3 是 几 种 情况 下 logs 一 
logN(e) 示意 图 ,实际 地 震 的 分 布 往往 介 于 泊 松 (Poisson) 分 布 与 
随机 Cantor 集合 之 间 . 


ja | 地 和 仍 个 数 愉 和 hw 


(a) Ine 


[= 


Ine 


(ec) 


4.3 儿 种 倩 况 下 的 lne - lnN(e) 示意 图 
(a) 等 间 丰 分 ;Cb) 汽 格 分 布 
{et) 随机 Cantor 集合 ;{d) 实际 地 震 分 布 


由 于 在 有 限 地 区 、 有 限时 间 范 围 内 ,地 震 个 数 是 有 限 的 ,因而 
在 s 足够 小 时 ,每 个 时 段 最 多 只 有 一 次 地 震 ,这 里 ,即使 es 取得 更 
小 ,NN(e) 三 n(x 为 地 震 总 次 数 ), 即 出 现 “ 地 震 个 数 饮 和”, 这 一 段 
曲线 的 斜率 为 0; 而 在 e 足够 大 时 ,每 一 个 时 有 段 都 至 少 有 一 次 地 震 ， 
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所 有 的 时 段 都 是 有 震 时 段 , N(e) 二 NIN 为 时 段 总 数 ) ,曲线 的 斜 
率 为 1 , 称 之 为 "时段 愧 和 ”. 在 这 两 个 人 和 眉 之 间 ,logs - logN(e) 
线性 关系 好 的 一 段 , 就 是 “无 标 度 区 " ,其 斜率 在 (0,1) 间 , 就 是 地 
震 的 时 间 分 维 D . 

测算 地 震 的 空间 分 维 的 方法 也 与 此 类 似 , 只 不 过 这 里 划分 的 
不 是 1 维 的 时 引 ,而 是 2 维 的 小 方 格 ( 不 考虑 地 球 球面 的 影响 和 晨 
源深 度 ). 

我 国 已 经 有 一 些 地 震 工 作者 对 地 震 的 时 空 分 维 进行 了 研究 ， 
他 们 发 现 , 在 大 地 震 发 生前 ,中 小 地 震 的 时 间 分 维和 空间 分 维 都 比 
较 低 , 而 大 地 震 后 余震 的 时 、 空 分 维 都 比较 高 . 

不 过 ,问题 并 非 如 此 简单 . 实 上 由 证 明 , 在 很 多 情况 下 ,上 述 “ 无 
标 度 区 ”内 logs - logN(e) 的 关系 往往 并 不 是 一 段 直 线 , 而 是 一 条 
向 上 上 丁 的 曲线 . 换 句 话说 ,此 时 的 分 维 De 不 再 是 一 个 常数 ,而 是 
标 度 e 的 函数 Do(e)， 

高 安 秀 树 (1986 年 ) 提出 了 “广义 分 维 ” 的 概念 ,即将 分 维 品 
扩展 为 标 度 s 的 函数 D(e) 
d[lnN(s)] 
dine] 


d| ine 


也 fs) = 一 ( 4.8) 


由 此 春来 ,需要 引入 广义 分 维 来 研究 地 震 的 时 间 分 布 ， 

对 于 地 震 的 时 间 分 维 , 洪 时 中 等 研究 了 几 种 极端 情况 : 

由 等 间 曙 分 布 . 此 时 上 述 的 “时 段 饱 和 有 段 ” 与 “地 震 饱 和 上 眉 ” 
将 连接 在 一 起 ,无 标 度 区 的 宽度 为 0, 不 存在 自 相似 性 . 

名 有 限 的 随机 Cantor 集合 .在 这 种 情况 下 ,地震 的 时 间 分 布 
在 一 定 层次 内 有 严格 的 自 相似 性 ,是 一 种 多 层次 斧 套 的 成 从 分 布 . 
若 地 震 的 总 次 数 为 n ,各 层次 的 相似 比 为 >, 每 一 层次 内 有 朵 时 段 
数 为 六 , 则 分 维 Du = lInNjinr, 嵌 套 层次 KK = INT[lnnjlnN]( 此 
处 INT 为 取 整 函数 ) ,无 标 度 区 宽度 W = x: .在 无 标 度 区 内 ,loge 
一 logN(e) 为 一 条 直线 ， 

@@ 泊 松 分 布 .在 排除 余震 和 震 群 的 影响 后 , 泊 松 分 布 可 作为 
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地 震 分 布 的 初级 近似 .这 时 ,地震 时 间 分 布 的 广义 分 维 Do(e) = 
1-2 和 .seveaAi-ea), 这 时 ,loge -logN(e) 呈 一 向 上 凸 的 曲 
线 . 

实际 地 震 的 分 布 往往 介 于 随机 Cantor 集合 与 Poisson 分 布 之 
间 . 看 来 ,研究 实际 地 震 分 布 对 Poisson 分 布 的 偏离 ,以 及 这 种 恼 离 
对 广义 分 维 值 的 影响 ,也 许 是 值得 探索 的 一 个 方向 . 

分 形 理论 在 地 震 科 学 中 的 另 一 个 应 用 方向 是 研究 岩石 破裂 的 
过 程 .有 趣 的 是 , 自然 界 中 许 许 多 窗 与 破碎 有 关 的 现象 ,都 具有 很 
好 的 自 相 似 性 . 

这 些 年 来 应 用 重 正 化 群 方 法 研究 岩石 破裂 已 经 取得 了 一 些 成 
果 . 俱 定 岩 石 由 许多 小 立方 体 所 组 成 ,每 一 个 立方 体 破碎 的 概率 为 
P, , 则 碎 块 分 布 的 分 维 = liog(8P.) Aog2, 即 分 维 与 尺度 无 关 , 仅 
仅 与 单元 立方 体 的 破裂 概率 P. 有 关 , 证 明了 破碎 过 程 就 是 分 形 形 
成 的 过 程 . 

同时 , 还 研究 了 两 种 破裂 模式 ; 坚固 单元 柱 体 模式 (Pillar of 
strength model) 和 软弱 面 模式 [Weakness model) .在 坚 辕 单 完 柱 体 
模式 中 ,临界 概率 P. = 0.896 ,分 维 D = 2.84; 在 软弱 面 模式 中 ， 
临界 概率 P. = 0.490, 分 维 吃 = 1.97. 无 论 在 哪 种 傅 况 下 ,单位 立 
方 体 的 破裂 概率 如 果 小 于 临界 概率 P. ,破裂 都 不 会 发 展 ,不 致 引 
起 整体 的 破裂 ;一 旦 超过 了 临界 概率 ,就 会 发 生 突 变 , 导 致 整体 的 
突然 破裂 .这 些 模 式 还 说 明了 ,分 维 是 破裂 方式 的 灵敏 量度 .无 疑 ， 
这 些 研 究 对 于 骑 源 物理 是 很 有 意义 的 . 

特别 值得 注意 的 是 ,在 对 岩石 模拟 实验 中 得 到 非常 糯 似 的 结 
困 . 声 发 射 活动 与 天 然 地 震 活 动 符合 得 很 好 .这 的 确 说 明 , 大 地 震 
前 地 替 活 动 的 规律 确实 是 从 无 序 走向 有 序 . 

当然 ,问题 并 非 如 此 简单 ,对 于 地 震 问 题 的 复杂 性 ,很 可 能 单 
重 分 形 并 不 一 定 能 完全 刻画 它 的 复杂 性, 因此, 人们 提出 应 用 多 重 
分 形 探 讨 地 震 的 复杂 性 .Hirabayashi 等 人 研究 了 加利福尼亚 .日 本 
和 希腊 等 地 区 的 地 震 活动 的 多 重 分 形 特 征 .通过 计算 g 次 得 出 的 
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信息 量 维 数 D, - g 曲线 表明 ,地 震 是 多 重 分 形 的 ,他 们 发 现 日 本 的 
地 震 是 最 不 均匀 的 ,但 加 利 福 尼 亚 的 地 震 的 非 均 匀 程 度 在 几 个 地 
区 中 却 是 最 低 的 .而 D, - 4 曲线 在 每 一 个 地 区 都 显示 出 明显 不 同 
的 两 种 类 型 ; 缓 变 与 陡 变 型 . 陡 变 对 应 极 不 均匀 的 分 形 , 它 出 现在 
发 生 大 震 时 的 地 风 活 婚期 . 朱 令 人 等 研究 了 渤海 和 唐山 地 过 活动 
的 多 重 分 形 特征 , 他 们 发 现 大 震 孕 育 的 不 同 阶段 , 多 重 分 维 谱 
f(a) -a 曲线 的 顶点 是 右 偏 的 .他 们 认为 端点 值 的 急剧 下 跌 可 能 
是 一 种 很 有 预报 意义 的 前 兆 现象 .国内 学 者 还 提出 了 一 种 新 的 客 
观 确定 分 形 “ 无 标 度 区 ”合理 范围 ,能 成 功 地 区 别 统 计 分 形 与 完全 
随机 的 图 像 的 一 种 比较 理想 的 方法 ， 

总 而 言 之 ,虽然 目前 尚 不 能 用 非 线 性 微分 自治 方程 定量 描述 
地 震 活 动 的 时 、 空 . 强 . 弱 变化 ,但 是 地 震 孕 育 过 程 的 复杂 机 理 还 是 
可 以 用 非 线 性 动力 学 探索 的 . 特别 是 如 何 从 济 震 学 的 实际 资料 中 
提取 地 震 时 间 序 列 中 或 多 或 少 地 隐藏 着 参与 未 来 大 地 震 发 生 有 关 
的 信息 ,或 从 中 找到 可 能 药 藏 着 参与 未 来 系统 突变 的 痕迹 .如 何 应 
用 分 形 和 混沌 理论 定量 描述 地 震 活动 的 时 空 复 杂 性 ,寻找 大 地 震 
发 生 的 临界 行为 等 一 直 是 人 们 探索 地 震 预 测 行为 的 主攻 方向 . 近 
年 来 ,人 们 在 地 球 物理 学 和 地 震 学 获得 的 较 重 要 的 结果 使 其 应 用 
分 形 学 探索 她 球 科 学 充满 信心 . 尽管 目前 地 球 物理 学 家 还 不 能 预 
测 地 震 竟 发生 ,也 不 其 了 解 其 有 具体 的 演化 过 程 ,但 是 ,他 们 正在 探 
索 这 一 切 . 


$4.2 分形 理论 在 计算 机 图 形 学 中 的 应 用 


分 形 理论 能 为 自然 界 中 存在 的 各 种 景物 提供 逼真 的 描述 . 

这 些 景物 形态 复杂 .不 规则 ,而 且 显得 十 分 的 粗糙 , 使 得 采用 
传统 的 几何 工具 进行 描述 过 到 了 极 大 的 困难 ,而 分 形 模型 却 能 很 
好 地 描述 自然 景物 ,因为 自然 界 中 的 许多 实际 景物 本 身 大 体 上 就 
是 分 形 , 或 者 反 过 来 说 ,按照 分 形 几何 方法 构造 的 形体 非常 像 许多 
自然 景物 .在 计算 机 上 进行 的 绘制 自 相似 集 的 几 个 试验 ,已 经 能 够 
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产生 自然 界 中 存在 的 物体 的 令 人 惊奇 的 非常 好 的 图 案 .图 4.4 是 
羊 齿 叶 和 青草 分 别 在 4 个 和 6 个 仿 射 变换 (映射 ) 下 的 不 变 集 .图 
形 明显 地 表现 出 了 自 相似 性 和 自 伪 射 性 .所 以 将 分 形 几 何 学 应 用 
于 自然 县 物 生 成 , 即 自然 景物 模拟 ,可 以 获得 很 逼真 的 图 像 .其 他 
的 例子 还 有 气势 雄伟 的 海岸 风景 和 风光 现 枚 的 山区 风光 等 . 


法 


“Nr 
ST 


4-4 羊 齿 叶 (a) 和 青草 (b) 分 别 在 
4 个 和 6 个 仿 射 变换 下 的 不 变 集 


除了 对 自然 景物 的 模拟 以 外 ,分 形 几 何 学 还 可 以 应 用 于 生物 、 
医学 图 像 .卫星 图 像 等 各 种 图 像 信息 提取 和 识别 ,以 及 电视 和 和 通讯 
中 的 图 像 处 理 和 传输 ,因而 形成 了 分 形 几 何 学 与 计算 图 形 学 相 结 
合 的 一 个 新 的 研究 领域 ,并 且 已 经 从 理论 研究 进 人 了 应 用 阶段 . 
仿 射 变换 就 是 一 种 实现 几何 变换 的 等 法 , 它 可 以 按 比 例 放 大 
或 缩小 图 形 ,使 图 形 旋转 或 位 移 , 有 时 甚至 于 使 图 形 产生 畸变 .用 
一 组 为 数 不 多 的 仿 射 变换 就 能 够 画 出 如 图 4.5 所 示 的 Sierpinski 
三 角形 那样 引人入胜 的 作品 .事实 上 ,任何 图 形 都 可 以 道 过 一 系列 
仿 射 变换 重新 绘制 出 来 ,关键 在 于 选择 什么 样 的 仿 射 变换 来 作 图 . 
对 诸如 三 角形 或 叶 形 之 类 的 图 形 作 仿 射 变换 ,就 是 把 组 成 这 
些 图 形 的 点 转移 到 新 的 位 置 上 ,在 这 个 过 程 中 ,原来 的 图 形 可 以 被 
平移 . 按 比例 放大 或 缩小 .旋转 和 拉 伸 . 如 果 对 一 个 三 角形 作 仿 射 
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变换 ,我 们 便 能 够 在 这 个 三 角形 的 左边 作出 另 一 个 缩小 了 的 三 角 
形 , 如 果 再 对 这 个 缩小 了 的 三 角形 作 司 样 的 仿 射 变换 ,就 可 以 作出 
第 三 个 更 小 的 三 角形 ,此 三 角形 相对 于 第 二 个 三 角形 的 大 小 的 位 
置 关 系 相同 .反复 地 应 用 相同 的 仿 射 变换 ,就 能 够 得 到 依次 产生 的 
一 连 串 亚 浙 收缩 至 无 穷 小 的 三 角形 . 

如 果 对 一 个 图 形 进行 无 穷 多 次 的 仿 射 变换 ,那么 得 出 的 图 形 
就 具有 自 相似 性 , 即 图 形 的 局 部 被 放大 后 看 上 去 与 总 体 图 形 相似 . 
因此 ,应 用 一 系列 仿 射 变 换 能 够 作出 自 相似 图 形 ,也 就 是 现在 通称 
的 分 形 图 形 或 分 形 ， 

在 所 有 的 仿 射 变换 中 ,用 于 移动 平面 上 图 形 的 点 的 公式 都 具 
有 相同 的 形式 .初始 的 位 置 可 用 z 和 y 两 个 坐标 来 确定 . 对 初始 点 
作 仿 射 变换 后 ,新 点 的 位 置 用 (z ,>y ) 确定 .点 的 变换 公式 为 


ee 


y =cridytf 


(4.9) 


式 中 符号 acid,e, 丰 为 确 仿 射 换 特 征 的 数 . 当 b= 0.5,c = 
-0.5,a = d =e = 了 = 0 时 ,此 时 仿 射 变换 的 变换 公式 为 
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“= 0.5 
1 >” (4.10) 


y = 一 有 .5z 


如 果 对 一 个 三 角形 内 大 量 的 点 都 用 上 式 作 仿 射 变换 ,那么 就 可 以 
发 现 一 个 变换 规律 , 即 整个 三 角形 沿 顺 时 针 方 向 旋转 了 90" ,同时 
其 边 长 也 缩小 到 原来 的 三 角形 的 一 半 . 如 果 e 和 了 不 为 0, 而 为 1， 
则 变换 出 来 的 三 角形 不 仅 产生 旋转 和 收缩 ,而 且 将 向 上 向 右 各 平 
移 一 个 坐标 单位 . 
由 于 这 种 类 型 的 变换 会 使 任何 点 集 内 的 点 之 间 的 距离 发 生 收 
缩 ,所 以 被 称 之 为 收缩 变换 ,这 种 变换 不 改变 图 形 的 形状 . 当 反复 
不 断 地 应 用 若 于 变换 公式 时 ,这 些 公式 就 构成 了 一 个 和 迭代 画 数 系 
统 . 
要 确定 一 个 选 代 函数 系统 作用 于 诸如 三 角形 这 样 一 类 图 形 ， 
只 需 对 三 角形 的 三 个 顶点 作 变换 ,然后 用 线段 把 三 个 新 顶点 连接 
起 来 ,就 得 到 了 经 变换 所 产生 的 三 角形 .但 是 ,对 轮廓 是 由 许多 点 
才能 确定 的 不 规则 图 形 ,就 行 不 通 了 ,此 时 解 选 代 函 数 系 统 的 公式 
需 进 行 繁琐 的 算术 运算 .为 此 ,Barnsley 提出 了 一 个 对 即使 是 很 复 
杂 的 图 形 ,也 能 够 高 效率 地 作 多 次 变换 的 好 办 法 , 即 击 一 系列 仿 射 
变换 按 随机 顺序 对 一 个 初始 点 反复 映射 所 得 出 的 点 最 线 将 “ 填 满 ” 
一 定 的 区 域 .图 4.6 是 造 代 函 数 系统 产生 出 蕨 叶 形 图 像 的 示意 图 ， 
可 以 用 来 说 明 这 个 方法 步骤 .开始 时 的 图 形 是 三 片 锯齿 状 的 叶子 
和 代表 叶 栖 的 直线 线 眉 ,其 中 顶端 的 那 一 片 叶 子 面积 最 大 ,另外 二 
和 片 的 大 小 基本 相同 [参见 图 4.6(a)]. 对 这 四 部 分 分 别 采用 一 个 仿 
射 变换 ,总 共 进行 了 10000 次 按 随机 顺序 的 变换 后 ,一 幅 精 美的 、 
棉 桢 如 生 的 藤 叶 图 像 就 呈现 了 出 来 ,如 图 4.6(d) 所 示 . 当然 ,在 
10000 次 的 变换 中 , 并 不 是 完全 随机 的 . 顶端 的 那 片 叶子 面积 最 
大 ,因而 里 面 的 点 被 变换 的 概率 最 大 ,这 部 分 的 变换 次 数 与 其 面积 
占 总 的 面积 的 比例 成 正比 ;而 叶柄 两 边 的 二 片 叶 子 的 面积 基本 相 
同 ,因而 它们 的 变换 次 数 也 大 致 相同 ,它们 的 变换 次 数 也 是 与 各 自 
的 面积 成 比例 的 .由 于 叶 栖 的 面积 相 比 之 下 最 小 ,因而 其 变换 次 数 
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也 是 最 少 的 . 

值得 注意 的 是 ,与 蕨 叶 相 关 的 四 种 变换 把 藏 叶 基 本 轮廓 变 成 
了 四 个 区 域 , 这 四 个 区 域 近 似 于 把 轮 斋 围绕 的 面积 分 成 四 部 分 . 
Barnsley 把 这 种 再 划分 出 的 图 形 叫 作 “ 接 贴图 ”. Barnsley 等 已 经 发 
现 ,只 要 尽 可 能 准确 地 复制 分 形 的 轮廓 ,相应 的 迭代 函数 系统 制作 
出 的 分 形 复 制图 就 越 精确 . 


图 4.6 ” 先 代 函数 系统 产生 由 的 著 叶 形 图 像 


就 图 形 的 创作 来 说 ,几乎 所 有 的 分 形 都 能 借助 于 基 一 个 选 代 
函数 系统 绘制 出 来 .以 图 4.5 所 示 的 Sierpinski 三 角形 为 例 ,这 个 
三 角形 的 中 心 部 位 被 挖 掉 了 一 块 小 三 角形 ,于 是 留 下 了 三 个 小 三 
角形 ,自然 这 三 个 小 三 角形 每 个 的 中 心 也 被 挖 掉 了 一 块 三 角形 .有 
三 种 仿 射 变换 参与 了 这 个 Sierpinski 三 角形 的 制作 过 程 ,这 些 仿 射 
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变换 出 自由 三 个 方向 上 相同 的 全 等 直角 三 角形 组 成 的 一 个 拼 贴 
图 ,这 些 直 角 三 角形 之 间 留 下 了 一 个 空隙 ,此 空 险 也 是 直角 三 角 
形 , 且 与 拼 贴 图 的 直角 三 角形 一 样 大 .这 三 个 直角 三 角形 中 的 每 一 
个 都 与 一 个 特定 的 仿 射 变换 相关 联 ,最终 的 图 案 (图 4.5) 所 示 的 
只 是 经 过 有 限 步 后 得 出 的 图 案 , 实 际 上 完全 充满 了 各 种 尺寸 的 看 
得 出 形状 的 三 角形 空隙 . 
复制 Sierpinski 三 角形 的 选 代 函 数 系统 算法 如 下 :算法 的 开头 
是 将 坐标 x 和 置 于 0, 然后 ,将 三 个 主要 的 运算 步骤 反 复 进 行 
10000 次 .第 一 个 步骤 是 随机 地 从 三 组 仿 射 变换 方程 中 选 出 一 组 . 
第 二 个 步 又 是 对 点 的 当前 坐标 (z ,y) 施行 所 选 定 的 仿 射 变换 ,也 
就 是 说 求 出 x 和 的 新 的 值 .第 三 个 步 妇 是 作 一 个 检查 以 确定 是 
否 已 经 进行 了 10 次 迭代 . 
这 个 算 靶 如 果 再 补充 一 项 功能 则 适用 于 任何 一 个 选 代 函 数 系 
统 .由 于 某 一 仿 射 变换 被 选中 的 频率 必须 按照 它 将 覆盖 的 区 域 在 
整个 图 形 中 所 占 的 比例 来 确定 ,所 以 算法 必须 按 一 定 的 概率 选择 
各 个 仿 射 变换 的 公式 .那么 ,作出 Sierpinski 三 角形 的 仿 射 变换 公 
式 究 竟 是 怎样 的 呢 ? 前 面 已 经 介绍 了 这 类 伪 射 变换 公式 ,并 且 还 提 
到 了 6 个 确定 变换 特征 的 系数 .Sierpinski 三 角形 的 仿 射 变换 公式 
的 系数 如 下 表 所 示 : 
a b 
0.5 0 
0.5 0 
0.5 0 
表 中 的 三 行 数字 分 别 为 参与 Sierpinski 三 角形 绘制 的 三 组 仿 射 变 
换 公式 的 系数 . 
由 上 表 可 以 看 出 这 三 组 公式 对 图 形 将 会 产生 什么 样 的 变换 效 
果 . 
首先 ,它们 会 使 任何 几何 图 形 缩小 一 半 ,只 不 过 第 一 个 公式 是 
使 图 形 朝 原 点 收缩 ,而 第 二 个 和 第 三 个 公式 则 是 在 使 图 形 收 编 的 
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同时 还 分 别 把 图 形 向 右 移 动 一 个 单位 和 半 个 单位 .这 样 ,最 初 的 三 
角形 就 被 变换 为 三 个 小 三 角形 ,而 这 三 个 小 三 角形 随后 被 同样 变 
换 成 三 个 更 小 的 三 角形 . 

通常 情况 下 ,为 了 把 一 巾 风 景 画 存 馈 到 计算 机 文件 中 ,需要 用 
成 千 上 万 位 信息 .例如 ,一 四 图 像 可 以 是 大 小 为 300 x 300 的 像素 
点 阵 , 每 个 像素 需要 好 几 位 信息 来 规定 它 的 灰 度 或 颜色 .因此 ,用 
普通 的 一 个 像素 一 个 像素 地 存储 图 像 的 方法 来 存储 一 幅 图 像 ,可 
能 需要 占用 一 百 万 位 甚至 更 多 的 存储 和 容量. 当然 ,用 标准 的 信息 压 
缩 技术 可 以 对 这 样 的 图 像 数据 进行 压缩 而 使 它 只 占用 较 少 的 存储 
空间 .但 是 ,用 选 代 函 孝 系 统 来 压缩 信息 量 时 ,其 压缩 比 可 望 达 到 
17500, 甚 至 更 少 .这 一 压缩 方法 的 关键 在 于 存储 选 代 函数 系统 而 
不 是 存储 迄 代 函 数 系统 所 绘制 的 图 形 . 

这 一 方法 的 原理 如 下 . 把 查 接 取 自 照片 或 电视 摄像 机 的 计算 
机 图 像 转换 成 先 代 函数 系统 时 ,图 像 被 分 解 成 许多 大 大 小 小 的 互 
相连 续 的 小 块 ,这 些小 块 的 灰 度 (或 颜色 ) 是 基本 不 变 的 .这 样 , 拼 
点 图 中 的 小 块 便 是 从 大 量 的 标准 仿 射 变换 公式 中 ,选择 出 与 它们 
相应 的 仿 射 变换 公式 的 依据 .例如 ,如 果 某 一 仿 射 变换 可 以 作为 正 
在 建立 的 先 代 函数 系统 中 的 一 个 十 分 有 用 的 成 分 ,这 样 ,在 某 些 计 
算 机 上 就 能 以 高 于 每 秒 30 幅 图 像 的 视频 速率 表现 出 生动 真实 的 
艺 面 . 


$4.3 ”分形 理论 在 经 济 学 中 的 应 用 


古典 经 济 学 由 于 不 能 很 好 地 说 明 经 济 现实 而 出 现 了 危机 , 混 
沌 现象 .奇怪 吸引 子 的 发 现 以 及 非 线 件 动 力学 向 经 济 学 的 滩 透 ,对 
古典 经 济 学 提出 了 挑战 ,从 而 产生 了 混沌 经 济 学 .R.H.Day,M. 
Boldrin 和 L. Montrucchio 提出 了 经 济 系统 出 现 混沌 的 条 件 . 陈 平 
首次 找到 了 维 数 1.5 左右 的 货币 奇怪 吸引 子 .Mandelbrot 研究 了 
市 场 价格 的 变化 ,得 出 了 价格 变 北 的 标 度 律 ,他 利用 标 度 律 首次 研 
究 了 很 多 商品 的 价格 . 某 些 利 率 .19 世纪 的 证 券 价格 ,在 研究 了 60 
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年 棉花 价格 的 变化 后 ,得 出 其 分 维 值 D 全 1.7.Fama 研究 了 近期 
证 券 价 格 的 变化 .Roll 研究 了 利率 的 变化 . 

下 面 先 讨论 收入 分 配 的 分 维 及 其 与 基尼 系数 的 关系 .意大利 
经 济 学 家 Pareto 发 现 ,各 国 的 经 济 制度 虽然 不 同 ,但 收入 分 配 却 有 
共同 的 规律 , 它 可 以 写成 


N= NoX™ (5 >0) (4.11) 

其 中 No 为 人 口 总 数 ,X 为 收入 水 平 ,NN 为 收入 不 少 于 XX 之 人 数 ， 
用 标 度 律 可 以 得 出 收 人 分 配 的 分 维 

D,=4b (4.12) 


收入 水 平 了 是 一 个 随机 变 最 ,由 式 (4.11) 可 得 外 的 分 布 函 数 
为 
F(X) = (Xo — XX /XY — KX.) (4.13) 


其 中 Xu ,天 分 别 为 最 低 、 最 高 收入 水 平 , 即 X。 筷 苹 志 及 .由 此 可 
得 Lorenz 曲线 


InXo 二 lla[ Xo! 一 P(Xs! ~ Xi')] _ ln 
(b= 工 ) 
L(P) = 
Kx P(X Re 加 Xo:| 


(bl) 
(4.14) 


基尼 (Gini) 系数 是 描述 收 人 分 配 平均 程度 的 一 个 指标 , 它 的 
定义 式 为 


GE = 2ffP - L(P)ldP (4.15) 


由 式 (4.11) 一 (4.15) ,我 们 可 以 得 到 基尼 系数 G” 与 分 维 DD， 
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的 关系 为 


1 + ln 和 一 lnX5 } 2XX!” 
(XT XX XD) (XT XI”) 
(D, = 1/2) 


1 2[ XX (InX, — 1) — Xo' (InXs' — 1)] 
(jn — InX ) (Xo — XX, ) 


6 = 2InX:! 
+ mx 和 (D,= 1) 
(2D XY 2D-2 Xl” 
" 3D/ -TK XT 3D -1 XY Xi 
(了 天 12) 
(4.16) 
当 Xo 较 小 ,而 X, 较 太 时 ,由 式 (4.16) 得 出 如 下 近似 表达 式 : 
1， D1 
G8 ~1 《4.17) 
ll(2D; -1), >1 


我 们 从 式 (3.150)、(3.151) 可 以 得 出 如 下 结论 :第 一 ,它们 给 
出 了 收入 分 配 分 维 值 的 经 济 含 义 , 当 收入 分 配 越 集中 , 即 G” 越 大 
时 , 则 分 维 值 DD 越 小 ;反之 , 当 收 入 分 配 比较 平均 时 , 即 G 较 小 
时 , 则 对 应 的 分 维 值 刀 越 大 ,因此 收入 分 配 的 分 维 值 D, 反 映 了 收 
人 分 配 的 平均 程度 .第 二 ,它们 提供 了 一 种 基尼 系数 的 简便 方法 ， 
通常 采用 的 统计 方法 求 基尼 系数 比较 困难 ,而 且 误 差 较 大 ;而 估计 
分 维 值 DD; 却 比 较 容易 , 求 出 了 分 维 值 DD; 的 估计 值 以 后 ,就 可 以 用 
式 (4.16) 或 (4.17) 计算 基尼 系数 G*. 

Montroll 等 研究 了 美国 1935 年 至 1936 年 的 收入 分 布 .已 知 在 
大 范围 内 收入 分 布 服 从 对 数 正 态 分 布 , 所 谓 对 数 正 态 分 布 ,是 指 取 
对 数 后 服从 正 态 分 布 .图 4.7 就 是 把 美国 1935 年 至 1936 年 的 收入 
分 布 标 绘 在 对 数 正 态 图 表 纸 上 .图 的 纵 轴 表示 收入 (美元 ) , 横 轴 表 
了 示 累 积 概率 ,点 车 呈 直 线 排列 ,那么 其 分 布 就 表示 对 数 正 态 分 布 . 
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从 图 中 可 明显 看 出 ,除了 1% 高 收入 者 以 外 的 各 点 ,几乎 都 星 直 线 
排列 ,收入 分 布 确实 服从 对 数 正 态 分 布 .例如 ,收入 在 3000 美元 以 
下 者 , 占 全 部 统计 对 象 的 90% . 


EE 


TO 


200 i SS WS 
DE 510 070 0 NW 9 多 .99 


暴 积 概 车 


4.7 ”美国 一 年 (1935 ~ 1936 年 ) 收入 的 分 布 


对 离开 对 数 正 态 分 布 占 1% 的 人 的 分 布 进行 详细 调查 后 ,发现 为 
如 下 的 条 分 布 : 


P(X)c Xs 《4.18) 


这 一 分 布 型 不 外 乎 是 迄今 多 次 出 现 的 分 形 分 布 . 

收入 分 布 最 有 趣 的 可 能 是 无 产 者 和 资产 者 的 分 布 型 有 明显 的 
区 别 .也 就 是 ,无 产 者 的 收入 是 对 数 正 态 分 布 ,而 资产 者 的 收入 则 
服从 分 形 分 布 . 

对 数 正 态 分 布 只 有 在 所 考虑 的 现象 能 够 分 解 为 独立 现象 的 概 
率 的 积 时 才 会 经 常 出 现 , 这 被 认为 是 由 于 下 述 情 况 的 原因 . 例如 ， 
某 人 的 成 功 概率 P。 可 由 此 人 具有 一 定 才能 的 概率 P, ,有 好 的 上 
级 的 概率 P 和 机 过 好 的 概率 P: 等 概率 的 积 表现 出 来 , 故 


了 五， (4.19) 
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两 边 取 对 数 , 即 可 得 到 下 式 
logP, = logP' + logP; + logP; + *** (4.20) 


每 个 P; 如 果 独 立 取 有 限 值 ,根据 中 心 极 限定 理 , 右 边 接近 高 斯 分 
布 .因此 ,P, 分 布 可 成 为 对 数 正 态 分 布 . 

因为 资产 者 的 资产 超过 某 一 程度 时 ,其 收 人 主要 取决 于 投资 ， 
所 以 就 不 能 依照 上 述 设 想 . 它 可 能 直接 反映 下 面 讨论 的 股票 价格 
变动 中 所 说 的 钱 的 分 形 性 而 决定 这 些 人 的 收 人 . 

另外 ,收入 的 分 布 型 受到 国家 经 济 状态 的 影响 ,但 有 关 这 方面 
的 资料 却 是 很 难得 到 的 . 

下 面 再 讨论 股票 价格 的 变动 . 股票 价格 的 变动 图 虽 经 常 可 在 
报纸 上 看 到 ,但 因 价 格 涨 落 得 非常 厉害 ,而 且 完 全 是 随机 的 ,因此 
使 人 态 到 几乎 无 规律 可 循 .但 若 从 统计 学 观点 分 析 这 一 变动 .就 会 
发 现 有 很 好 的 规律 .下 面 是 Mandelbrot 发 现 的 两 个 法 则 : 

(1) 每 个 单位 时 间 的 股票 价格 的 变动 分 布 ,服从 于 特性 指数 
DD 二 1.7 的 对 称 稳定 分 布 . 

(2) 单位 时 间 不 论 取 多 大 或 多 小 ,其 分 布 也 是 相似 的 .也 就 是 
说 ,适当 地 改变 尺度 ,就 可 成 为 同样 的 分 布 . 

关于 稳 态 分 布 ,只 讨论 与 分 形 有 关 的 一 些 性 质 .车 把 单位 时 间 
工 之 间 的 股票 价格 变动 z 的 分 布 密度 记 为 P(xz), 则 下 述 关系 式 成 
立 : 


| Pes’)ar= | Pir)dr'oce™® (4.21) 


此 关系 式 表 示 股 票 价格 变动 的 大 小 分 布 为 分 形 .例如 ,一 天 的 股票 
价格 变动 在 xz 元 钱 以 上 的 次 数 , 比 2x 元 以 上 的 变动 次 数 多 2… 一 
3.2 倍 . 

不 难 理解 ,金钱 是 有 分 形 性 质 的 . 比方 对 小 孩 ( 或 穷人 ) 来 说 ， 
1 元 是 个 不 太太 的 数字 ,但 100 元 就 会 被 看 成 巨 款 了 .对 大 富 彭 来 
说 ,1 万 元 也 算 不 上 什么 财产 ,但 100 万 元 也 可 能 被 看 作 巨 金 .可 是 
从 国家 预 竺 来 看 ,就 连 1000 万 元 也 是 个 微不足道 的 数字 . 以 股票 
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买卖 为 例 , 不 论 是 哪 一 方 ,只 是 交易 的 位 数 不 同 ,而 买卖 决断 的 方 
法 是 相同 的 .由 于 股票 价格 是 由 自 相 似 变 动 的 重合 所 决定 ,所 以 可 
把 股票 价格 变动 大 小 的 分 布 看 作 分 形 . 

法 则 (2) 表示 股票 价格 变动 在 时 间 上 也 是 分 形 . 一 天 的 股票 
价格 变动 图 与 一 年 的 股票 价格 变动 图 相 比 ,不 同 的 只 是 股票 价格 
的 尺度 ,而 对 变动 情况 则 很 难 加 以 区 别 . 

Mandelbrot 的 这 些 法 则 ,虽然 经 验证 明 很 符合 实际 资料 ,但 到 
头 来 它 只 是 个 统计 法 则 .这 点 必须 注意 , 若 想 用 它 来 预测 明天 的 股 
棍 价 格 是 不 可 能 的 .从 股票 价格 变动 图 表 的 功率 谱 的 调查 来 看 ,已 
知 为 三 型 .这 与 布朗 运动 相同 ,每 天 的 变动 与 过 去 无 关 地 摆动 
着 .也 就 是 说 ,股票 价格 只 取决 于 每 天 的 交易 情况 ,即使 调查 过 去 
资料 也 并 无 多 大 意义 . 有 句 话说 ,外 行人 买 股票 一 般 没有 好 结果 ， 
这 就 是 买 股票 难 的 原因 所 在 . 因此 ,如 果 深 深 陷 进去 的 话 ,由 于 金 
钱 的 分 形 性 ,就 会 被 金额 的 价值 所 麻辣 , 当 发 觉 的 时 候 可 能 已 背 上 
了 巨额 的 倘 ( 当 然 股票 业者 在 复杂 的 股票 变动 和 社会 态势 上 能 找 
出 微妙 的 相关 ,并 用 来 预测 股 票 的 价格 ). 


$4.4 ”混沌 电路 中 的 分 形 
$4.4.1 混沌 电路 


混沌 电路 的 定义 有 多 种 方式 .假设 读者 已 熟悉 传统 的 线性 电 
路 分 析 , 这 里 我 们 采用 系统 在 初始 暂 态 已 襄 减 到 零 的 稳 态 响应 的 
频率 特性 来 定义 混沌 电路 . 

我 们 已 知 熟 知 的 传统 线性 电路 分 析 的 稳 态 响应 有 : 

1. 直流 稳 态 ,在 状态 相 空 间 ,所 有 轨道 接近 于 一 个 平衡 点 . 

2, 周期 响应 ;系统 输出 收敛 于 一 个 与 输入 信号 具有 相同 频率 
的 周期 波形 ,好 wo = w. 

3, 谐 波 响应 :系统 的 输出 频率 为 输入 信号 频率 的 正 整数 倍 ， 
即 oo = nw,,(zn 为 大 于 1 的 正 整数 ). 

4, 子 谐 波 啊 应 :系统 的 输出 频率 为 输入 信号 频率 的 分 数 倍 ， 
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即 oo = po; , (zp 为 真 分 数 ,0 < 户 < 1). 

5, 准 周期 响应 :系统 输出 由 与 基 疾 的 不 可 约 周期 分 量 所 构 
成 .如 z(t) = sinwt + sinY2wt 为 准 周期 信号 . 

以 上 五 种 电路 均 包 含 着 离散 频谱 的 输出 .现在 已 经 发 现 , 许 多 
非 线性 器 件 与 非 线 性 电路 能 够 时 现 一 种 远 比 上 述 五 种 响应 更 为 复 
杂 的 响应 , 即 输 出 连续 频谱 . 

定义 4.1 一 个 由 确定 性 运动 方程 所 措 述 的 确定 性 电路 ,由 
直流 或 确定 性 输入 信 和 号 所 激励 ,其 输出 波形 中 包含 一 段 或 多 有 段 连 
续 频 谱 ,那么 称 此 电路 为 混 钝 电路 . 

应 当 强调 的 是 , 混 鲁 电路 丝毫 不 带 有 随机 因素 .这 是 混 汪 与 品 
声 的 本 质 区 别 .虽然 由 随机 因素 引起 的 噪声 也 往往 包含 着 连续 频 
谱 , 但 它 不 是 混 渍 . 

一 般 地 ,一 个 非 线性 电路 ,其 状态 方程 用 个 一 只 微分 方程 组 
表示 : 


侍 = F(x,) (4.22) 


其 中 ,x = (zl,…,z,) 为 n 的 维 向 量 . 

如 果 F(x ,i) 以 显 式 包含 着 时 间 变 量 ; ,那么 称 此 电路 为 非 自 
治 电路 ;否则 F(x,t) = F(x) 不 包含 时 间 变 量 zi, 称 之 为 自治 电 
路 . 非 自 治 电 有 路 包含 着 时 变 交流 电源 或 时 变 元 件 ;自治 电路 不 包含 
时 变 元 件 ,处 于 零 输 入 或 直流 电源 作用 下 . 一 个 电路 ,如 果 包 含 n 
个 储 能 元 件 则 称 之 为 n 阶 电路 . 

实验 与 分 析 表 明 : 

1. 一 个 小 于 三 阶 指 自 治 电路 所 呈现 的 最 复杂 性 态 是 周期 振 
荡 . 构 成 混沌 的 自治 电路 必须 是 三 阶 或 三 阶 以 上 . 

2. 一 阶 非 自治 电路 不 可 能 构成 混沌 ( 它 相当 于 一 个 二 阶 自治 
电路 ) .构成 混沌 的 非 自 治 电路 至 少 必须 是 二 阶 的 . 


&4.4.2 殖 氏 电路 与 双 蜗 卷 输出 


殖民 电路 是 一 个 典型 的 混沌 电路 . 它 是 一 个 三 阶 自治 互 易 电 
+ 234 ， 


路 ,如 图 4.8 所 示 . 其 中 的 两 端 非 线性 电阻 器 由 三 段 分 段 线性 电 限 
所 组 成 ,如 图 4.9 所 示 ,其 实现 电路 如 图 4.10 所 示 . 
著 氏 电路 的 状态 方程 为 


dvc1 


C1 at = GG. (vw — wi)— glve) 


Ts GG (wy wa) ti (4.23) 


C2 


4.9” 非 线性 电阻 工作 特性 
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4.10 ” 北 氏 电 申 之 实现 


在 实验 中 , 取 c， = 4050pF,c, = 0.1pF,L = 7.3mH,R ~ 
1.5kQ(G — 1/R). 
mo = 一 0.5,m = 一 0.8,m = 5,B, = 2.5V 及 B, = 7.5V 
对 于 三 个 状态 变量 ve, ,vcz ,i 中 的 任意 两 个 变量 ,可 以 在 示 
波 器 上 观察 该 电路 的 稳 态 输出 投影 图 ,如 图 4.11 所 示 ,蔡氏 电路 
的 输出 旦 双 蜗 卷 状 . 它 既 不 是 周期 解 ,更 不 是 噪声 ,而 是 一 个 混 波 
吸引 子 , 其 功率 谱 旦 连续 频谱 ,如 图 4.12 所 示 . 


| 


re 看 
Ey 


图 4.11 双 风 卷 吸引 子 的 投影 图 
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图 4.12 莹 括 电路 输出 的 功率 谱 


$4.4.3 ” 非 线性 电路 的 离散 化 


为 了 进一步 研究 双 蜗 卷 吸 引子 的 混沌 特性 ,这 里 将 电路 状态 
方程 加 以 离散 化 ,以 便 进 行 数值 分 析 . 
这 里 采用 Runge-Kutta 方法 . 


令 At = fl bs 
Ti = XZ: + At' {aiF{(zi,t,) 
+ azF(z, + biF(risti),s, + bAT)} (4.24) 


其 中 ,al,as 及 5b1 ,bs 的 选择 有 多 种 方式 : 


1. al 一 1,a: = 0, 则 

Tl — T+ Mt F(x,,t,) {4.25) 
2.a = a =12,5 = At,b = 1, 则 

Zu = Ti + At * (1/2F(x,,t,) 


+ 1/2F(x, + At * F(x,,t,), tn)! (4.26) 
3. Ul 三 1; 则 
Zl = T+ At* Flx;+ 学 * F(x) ,t+ 学 ) 
(4.27) 


对 于 禁 氏 电路 ,采用 式 (4.25) 加 以 离散 化 , 取 Ar = 0.04, 即 
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得 迁 代 动力 方程 :( 记 ve 为 U,v, 为 V,i, 为 1) 


De v0) + Ev 
C1 
Va 三 AtG rr + (0 一 wo + a (4.28) 
C2 C2 C2 
Li =- $V, +L 
用 向 量 形式 表示 : 
2 = fx), x= (U,V,1) (4.29) 


其 中 ,g( 咒 ) 仍 为 图 4.9 所 示 的 分 段 线 性 函数 ,也 可 方便 地 取 为 


g(U) = an 人 (和 Uy? 1 (4.30) 


在 计算 机 模拟 仿真 时 , 取 


以 及 mo。 =-0.5,mi =-0.8,B, = 1,B, = 3,m; = 5( 或 者 a 
= 0.8,a, = 0.1). 

系统 关于 状态 变量 (U,V,T) 的 稳 态 输出 的 平面 投影 图 如 图 
4.13 所 示 ( 数 据 如 表 4 - 1 所 示 ). 这 里 有 两 个 稳定 吸引 子 .一 个 在 
外 圈 ,是 稳定 周期 轨道 p, ; 另 一 个 在 里 面 , 呈 双 蜡 卷 状 ,是 混 泪 吸 
引子 <. 稳定 周期 轨道 p, 的 吸引 域 为 A(p,) ,混沌 吸引 子 c 的 吸引 
域 为 A(c); 它 们 的 公共 边界 = 31A(p.)| = 31A(c)}. 整 个 RR? 
空间 被 了 划分 成 内 .外 两 部 分 . 当初 始 状态 zo 落 在 的 外 部 时 , 迁 
代 点 序列 x; 被 吸引 到 稳定 局 期 轨道 P. 上 去 ;当初 始 状态 re 落 在 
J 的 内 部 时 , 迁 代 点 序列 x, 被 吸引 到 混沌 吸引 子 c 上 去 .J 的 作用 
类 似 于 复 动力 学 中 的 Julia 集 , 称 为 广义 Julia 集 .但 也 不 完全 一 样 ， 
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例如 ,在 J 了 上 存在 一 条 不 稳定 的 周期 轨道 已 .通常 ,这 个 不 稳定 ( 壕 
形 ) 周期 轨道 已 不 能 在 示波器 观察 到 ,而 且 由 于 Pi 不 是 斥 性 周期 


点 之 闭 包 , 也 不 能 由 f 的 逆向 选 代 得 到 , 它 只 能 通过 一 种 称 为 “ 击 
中 法 ”来 寻找 其 初始 点 . 


由 
3 于 | Ww! 
| a 
> 
可 如 
AT 


| :一 稳定 间 央 轨 通 


国 一 个 区 定期 期 轨 通 


图 4.13 稳定 周期 轨 赣 , 汇 测 吸引 子 与 不 稳定 因 期 斩 道 的 投影 了 


表 4 一 1 获 氏 电路 实验 初始 数据 及 输出 状态 


初始 条 件 wl0) | wz2(0) 局 朔 
稳定 周期 轨道 Ps -3.08832 — 1.0423 2.87 


混沌 吸引 子 C | 9.15264 | 一 0.02281 本 38127 aa 
不 稳定 周期 轨道 已 | 2.532735 | 1.285458 x 10 3| 3.367482 | 3.54794 
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4.14 是 Poincaré 截面 .图 中 的 封闭 曲线 是 吸引 域 的 边界 J 
与 截面 鹤 交 时 的 裁 线 (不 是 轨道 ). 其 内 部 有 混沌 吸引 子 穿 过 截面 
时 留 下 的 点 集 , 较 稠密 ;其 外 部 有 几 点 由 稳定 周期 轨道 穿 过 截面 时 
留 下 的 点 . 


本 5 Te ee 人 a 
- 2 
其 J ~ 
a Pay i > ; 
i ee a i / 
LD i y i 
Pass ne Ye, 
tajiri= 0.0£0.3 {6b) wie $.5e0, 2 
PT en, " 测 ar ee pe 
a i i 
i pe ~, 乡 ar 号 
站 晤 A oe : 2 
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4.14 ”Poincare 截面 (vc, 为 常数 ) 


当 系 统 参数 (c, ,c, ,上 ,G) 发 生变 化 时 , 获 氏 电路 的 动力 学 性 
态 虽 较 复杂 ,但 仍 有 规 可 循 . 
1. 保持 混沌 吸引 子 不 变 ,系统 参数 范围 如 下 : 
8.29 委 lc < 委 10.44, 当 le = 1,1/L = 7,G =0.7 时 ; 
0.47 委 ic 委 1.36, 当 1xc -9,17L 一 7,G -0.7 时 ; 
5.92 委 1/ 扫 7.91, 当 lc = 9,1vec = 1,G = 0.7 时 ; 
0.48 所 G0.76, 当 1/e, = 9,1/e, = 1,1/L = 7 了 时 . 
2. 产生 混沌 的 机 制 : 
在 保持 1/c, = 1,17L = 7,G = 0.7 条 件 下 ,改变 ci ,轨道 星 
现 出 依次 逐步 变化 的 进 竹 .1vci = 4.5 为 单 曲线 相当 于 稳 态 时 为 
不 动 点 ,4.5< 17e, < 5.0 为 铅 诗 形 ,5.0 < 17e < 5.5 为 环形 ,而 
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后 是 双 图 周期、 四 图 周期 、 多 重 周 期 ,1/c a 8.29 为 单 蜗 卷 ,8.29 
委 1lxce 委 10.44 为 双 蜗 着 混沌 吸引 子 , 继 后 1vc > 10.44 又 是 叶 形 
周期 .着 叶 形 周 期 .于 是 , 便 有 与 一 维 的 胃 辑 斯 请 有 映 射 相 类 似 的 情 
祝 :局 期 加 售 导 致 混沌, 周期 - 混沌 - 周期 地 交替 出 现 . 


$4.5 混 汪 的 诊断 与 判 据 


本 节 内 容 对 于 医学 实验 数据 的 处 理 有 很 大 的 重要 性 ,一 旦 实 
验 结果 涨 落 明 显 似乎 规律 不 明 ,而 手中 并 无 数学 模型 ,这 正 是 大 多 
数 实验 生物 学 家 面临 的 情况 ,如何 区 别 混 症 与 史 声 呢 ? 

过 去 ,FFT 可 把 看 来 无 规则 的 涨 落 处 理 为 轿 域 上 的 图 形 ,对 
于 真正 周期 来 说 频 域 图 上 是 一 个 尖峰 , 而 似乎 连续 的 一 片 则 正 是 
表现 了 非 周期 的 振 划 .尖峰 也 在 基 频 与 次 谐 波 之 不 同 , 那 似 插 连续 
一 片 ; 像 带 样 的 ,似乎 并 无 可 见 的 构造 ,可 见 , 常 规 的 FFT 无 法 区 
别 噪声 与 混沌 ,因为 真正 的 噪声 应 当 是 一 条 平坦 的 带 . 

多 年 临床 应 用 脑 电 图 证 明 目 力 观测 是 有 用 的 .关键 在 于 用 目 
力 去 看 以 周期 ,可 以 凝视 振幅 也 可 以 凝视 周期 . 下面 我 们 揪 绕 振幅 
来 叙述 ,而 读者 可 以 想到 围绕 周期 的 方法 是 类 似 的 ， 

如 果 出 现 交 蔡 出 现 的 高 低 振 幅 , 或 者 是 某 些 反复 出 现 的 由 不 
同 高 度 的 振幅 组 成 的 图 形 (例如 半 痢 中 的 放电 ,会 出 现 高 振幅 的 尖 
波 , 在 过 了 约 30 秒 后 ,这 些 尖 被 成 群 夹 着 一 个 慢 波 ): 这 种 图 形 揭 
. 示 某 一 种 痉挛 性 的 有 结构 的 阵 发 性 过 程 ,这 时 可 以 稍稍 变动 着 参 
数 ( 例 如 时 间 ) 去 看 有 无 把 周期 加 们 ,或 减 半 的 现象 ,如 果 是 这 样 ， 
就 意味 着 沿 着 倍 周期 ( 即 加 一 倍 周期 性 ) 的 方向 正 是 指向 出 现 混 
沌 的 地 方 ， 

但 是 不 一 定 必 然 如 此 ,因为 系统 未 必 由 售 周期 而 再 一 次 倍 膨 
期 而 积累 成 为 混沌 ,有 时 会 突然 出 现 混沌 ( 格 里 波 基 ) ,也 可 以 经 过 
间 院 性 形式 .有 时 ,用 目 力 看 不 到 倍 周 期 分 盆 却 有 混沌 存在 ,也许 
原因 是 参数 变动 范围 不 北 巧 ( 即 用 目 力 看 时 凝视 那 一 小 段 的 头 与 
尾 选 得 不 合适 ). 
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一 旦 看 出 售 周 期 , 则 可 以 计算 参数 至 信和 阁 期 果 积 处 的 收敛 率 
省 ,看 看 基 否 为 Feigenbaum 数 , 当然 ,做 起 来 并 非 是 件 易 事 ,可 能 
每 次 倍 半 期 之 间 的 参数 值 距离 下 降 得 太 快 , 于 是 无 法 计算 
Feigenbaum 数 . 为 了 估算 其 极限 值 这 是 不 够 的 ,甚至 可 以 算出 4d4 
也 没有 诊断 混沌 的 价值 ,因为 非 Feigenbaum 分 贫 也 可 导致 混沌 ， 
所 以 下 不 了 结论 . 

如 果 一 旦 发 现 你 面 对 的 数据 全 是 一 序列 无 明显 规则 的 峰 , 那 
么 第 一 件 要 做 的 事 就 是 去 看 递 次 的 振幅 之 间 有 没有 什么 函数 关 
系 , 即 绘 出 一 张 “ 递 次 振幅 图 ” ,所 得 曲线 可 以 是 一 条 很 明确 的 曲线 
也 可 以 是 一 大 堆 无 结构 的 点 . 

(1) 如 果 有 一 条 明确 的 线 , 结 论 :存在 混沌 ,而 且 它 来 自 二 对 
一 ,三 对 一 …… 的 映射 . 

(2) 如 果 虽 非 一 条 明确 的 线 ,但 也 有 些 规 律 , 是 一 种 结构 , 则 
原动力 系统 类 似 于 (6.1) 式 那样 的 Henon 映射 ,当然 也 是 混沌. 

(3) 如 果 全 无 结构 , 它 可 能 是 混沌 ,也 可 能 是 噪声 . 

实验 家 常常 面 对 这 样 的 情况 , 仅 能 在 许多 自 变量 中 测 一 个 自 
变量 ( 脑 功能 自 变量 很 多 ,如 果 仅 测 脑 电 图 便 是 如 此 ). 理想 的 情况 
是 同步 测 出 一 切 自 变量 的 时 间 序 列 , 这 有 利于 重建 动力 系统 . 

这 里 介绍 两 种 从 一 组 时 间 序 列 重 建 一 个 多 维 吸 引子 的 动力 学 
模型 的 方法 ， 

(1) 递 次 计算 (1),z(2)… ,这 是 用 计算 数学 方法 很 容易 地 
由 原 时 间 序 列 z(1) 算出 .而 后 在 x 维 相 空间 里 去 夯 出 来 (1980 年 
Packard 等 ). 在 实际 上 是 把 z(1)、z(t) 与 x(z) 画 存 一 起 成 为 一 
个 三 维 空间 的 图 也 就 可 以 了 . 这 在 一 般 微机 上 均 可 实现 ,有 现成 的 
三 维 图 像 软 件 .利用 这 个 方法 要 求 数据 光滑 ,一 般 正常 的 脑 电 图 在 
一 般 的 AD/DA 板 上 取样 也 就 可 以 得 到 ,特殊 情形 要 密集 取样 ,以 
确保 数据 光滑 . 

(2) 选 定 一 个 固定 的 时 间 澡 后 量 了 ,不断 递 次 在 m- 维 空间 里 
去 画 出 x(2) ,z(t + T),(z+2T),…,z(t + (m -1 人) 个 坐标 
所 决定 的 一 个 m 维 空间 内 的 一 点 ,T 的 选 定 并 不 太 关 键 ,如 果 你 

四 242 四 


猜想 ,你 所 面 对 的 动力 系统 含有 NN 个 自 变量 ,你 所 得 的 这 种 图 ,只 
要 m > 2N + 1, 那么 都 可 得 到 同样 性 质 的 图 像 性 质 (Takens 
1981). 在 实际 工作 中 mm 常用 得 很 小 ,也 就 解决 了 诊断 混沌 的 问 
题 . 

条 件 是 ,在 继续 增加 xm 的 值 时 ,图 形 中 不 表现 结构 的 增加 .图 
4.15 就 是 用 这 种 技术 诊断 判定 了 著名 的 化 学 反应 伯 洛 乌 索 夫 - 扎 
波 金 斯 反应 内 的 混沌 ,在 这 里 用 的 mx 只 不 过 是 3. 对 于 所 得 的 
ztt)、ztt+T)、 zt+2T) 所 画 出 的 相 图 ,我 们 用 一 个 垂直 于 纸 
面 的 平面 , 像 在 图 4.15B 的 虚线 所 面 的 位 置 切 下 去 , 君 一 看 这 个 庞 
加 莱 截 面 上 ,表现 轨 线 穿 过 的 点 所 构成 的 图 像 , 这 就 是 图 4.15C. 
可 见 这 Poincare 规 面 显示 一 个 薄片 样 结构 ,由 这 个 图 上 一 点 位 署 
P(N) 作 横 坐标 ,P(N + 1) 即 后 一 个 点 的 位 置 做 纵 坐 标 , 这 样 便 
得 到 离散 映射 ,可 以 断定 混沌 的 存在 ,这 个 计算 所 选 定 的 工 , 在 图 
4.15A 中 用 如 来 标 出 , 即 r. 
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图 4.15 伯 猪 乌 索 夫 扎 玻 金 斯 基 反 应 中 的 温 沸 吸引 子 .z 是 用 澳 离 子 电 极 所 
钢 澳 离子 衬 魔 ,(A) 是 时 间 序 列 ,(B) 是 三 维 相 图 二 维 投影 ,(C) .(D) 见 正文 
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$4.6 ”兴奋 性 细胞 中 的 混沌 


不 论 是 植物 还 是 动物 ,都 有 巨型 兴奋 性 细胞 ,在 电 生理 学 家 手 
中 已 经 研究 了 几 十 年 .大 量 实验 有 待 于 解释 ,因为 它们 是 巨型 的 细 
胞 可 以 持 人 微 电 极 去 研究 ,实验 中 一 定 是 看 见 过 多 次 混沌 现象 ,可 
惜 没 有 理论 上 的 进步 ,混沌 动力 学 尚未 发 展 起 来 所 以 看 到 也 不 理 
解 . 

有 一 种 淡水 藻 , 叫 丽 藻 ,又 名 降落, 常用 的 是 柔 曲 丽 藻 (nitella 
flexilis) ,用 它 的 节 间 丝 细胞 可 以 看 到 使 用 局 期 刺激 时 , 它 的 电位 
变化 .一 旦 周期 刺激 的 频率 很 慢 , 可 以 看 见 频率 捕 拓 现象 .一 量 周 
期 刺激 频率 加 人 快 一 些 , 可 以 看 到 出 现 周 期 了 ,证 明 混沌 的 存在 ,这 
在 图 4.16(a) 与 (b) 中 显示 得 很 清楚 . 

使 用 闪 频 相 图 来 处 理 这 两 组 (a) 与 {b) 不 同 的 数据 ,可 以 得 到 
《ce) 与 (d) ,而 在 (d) 中 ,应 用 Li-Yorke 定理 可 断言 混沌 存在 ,而 (b) 
这 个 图 中 的 曲线 (反应 曲线 ), 也 就 是 告诉 我 们 什么 样 的 时 间 序 列 
是 混沌 .这 在 脑 电 图 中 ,心律 不 齐 的 心脏 中 是 常见 的 ,实验 数据 还 
揭示 通 向 混沌 经 过 了 间歇 阶段 ， 

利用 另 一 种 海洋 产 的 软体 动物 onchidum verruculatum 的 神经 
原 及 起 搏 神经 原 ,也 可 以 做 类 似 的 研究 ,图 4.17 是 此 时 的 内 频 相 
图 .针对 非 周 期 振 葛 可 以 得 出 与 4.16 图 中 的 4(d) 相似 的 结果 证 
明 其 混沌 之 存在 .可 见 也 是 通过 闪 葡 历程 而 进 人 混沌 的 ,在 大 乌 左 
的 轴 突 中 也 得 到 其 实 相 同 的 结果 . 

日 本 的 Hayashi 等 在 丽 菩 等 实验 中 因 他 们 用 了 混沌 动力 学 从 
而 微 出 了 成 功 的 说 明 . 

各 本 的 Aihara(1994) 更 进 了 一 步 .他 们 一 面 用 实验 ,一 面 用 在 
神经 膜 电 位 上 已 确立 的 Hodgkin-Huxley 方程 加 周期 扰动 项 来 做 
计算 机 模拟 得 到 了 相符 的 结果 ， 

数字 模 氢 可 以 确 知 通 向 混沌 之 路 是 多 条 的 , 既 可 以 是 倍 周 期 
分 盆 也 可 以 是 间歇 式 的 ,用 闪 频 相 图 可 以 看 到 吸引 子 . 这 图 并 不 给 
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出 简单 的 单 值 的 曲线 , 却 给 出 了 Henon 映射 那样 的 一 个 分 形 结构 . 
可 以 断 育 这 里 的 图 不 可 能 给 出 一 维 传递 丙 数 . 

不 做 实验 而 在 数学 上 对 Hodgkin-Huxley 方程 加 扰动 项 也 是 
一 种 很 好 的 研究 方法 .Holden 等 (1984) 及 Jensen 等 (1983) 计算 了 
最 大 李 氏 指数 为 0.11ms' 是 混沌 频率 ,说 明 发 散 率 很 慢 , 这 有 生 
物 学 意义 神经 现象 是 可 以 用 这 个 方法 来 继续 研究 的 . 
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图 4.16 (a) 与 {b) 中 上 一 条 是 巨型 节 辣 顷 胞 ( 丽 藻 ) 的 电位 变化 ,每 条 下 的 一 小 条 

是 输入 的 局 期 环 烙 ,全 是 正弦 起 《a) 中 表现 了 频率 捕捉 , 即 同步 ,(b} 中 莉 表 现 了 视 

褐 (c) 是 (a) 的 闪 频 传递 西数 ,(d) 是 (b) 的 闪 频 传递 函数 ,其 做 图 法 专 取 峰 值 . 前 一 
峰 做 模 坐 标 ,后 一 峰值 做 织 坐 标 ,(d) 中 箭头 指出 了 期 3 的 存在 
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图 4.17 ”对 软体 动物 Onchidium 巨 形 神经 原 用 周期 变化 的 电流 刺激 ,把 所 得 混沌 反 
应 作 罗 频传 递 画 数 图 -此 图 做 法 与 图 16(e) 及 图 16(d) 相同 .包头 处 为 属 期 3 的 地 方 
(Hayashi 1982) 


研究 各 种 药物 诱发 神经 膜 电 位 的 混沌 是 混沌 药理 学 的 热门 
课题 .蜗牛 是 一 个 好 的 实验 材料 ,一 种 池塘 蜗牛 lymnea stagnalis 有 
一 个 特大 神经 原 可 供 记 录 , 在 K’ 阻 断 药 、 惊 颈 药 TEA 及 4 氨基 吡 
啶 作用 下 可 见 由 倍 周 期 而 至 混沌 ,结论 是 膜 本 身 有 非 线性 性 质 . 
1984 年 Chay 曾 用 数学 模型 模拟 此 情形 ,此 时 可 一 开始 就 出 现 周 期 
了 , 钙 离 子 在 这 个 领域 中居 领 先 地 位 ;用 这 个 模型 可 见 多 值 的 曲线 
峰 显 于 递 次 振幅 图 中 .由 于 广大 冠 心 病 患 者 使 用 鲈 离子 阻 断 药 出 
现 异 速 搏 停 ,这 一 项 研究 面临 重大 实用 价值 . 

分 小 胰岛 案 的 胰岛 里 有 8 细胞 , 它 也 有 电位 可 以 记录 ,也 用 
Hodgkin-Huxley 方程 加 扰动 项 ,这 是 由 于 细胞 内 钙 离 子 的 摄 入 受 
葡萄 糖 的 控制 ,Chay 1985 年 证 明 存 在 温江: 钙 离 子 浓度 C 可 以 有 
一 维 映射 

Cn = F(C,) (4.31) 


表现 混沌 性 态 ,这 与 糖尿 病 的 病理 ,治疗 学 有 很 大 的 关系 , 早 在 1976 
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年 Meissner 就 记录 出 混沌 不 规则 电位 , 因 无 理论 知识 而 视而不见 ! 垂 
体 与 下 视 丘 之 间 药 混沌 动力 学 有 实用 价值 一 一 垂体 移植 . 


六 波 高 度 CN + 1 


5 10 
7 波 高 度 (A) 


4.18 ”一 支 用 正业 上 腺 素 处 理 的 狗 48 次 心脏 搏动 中 
个 窗 高 度 的 递 次 振 申 图 


$4.7 ”心脏 搏动 中 的 混沌 


医学 界 正 处 在 混沌 研究 的 热潮 之 中 , 自 1977 年 Mackey 与 
Glass 信 导 之 日 起 ,已 落 勃 发 展 至 今 . 1984 年 Ritzenberg 等 用 正 肾 
上 腺 素 静 注 ,使 狗 麻醉 ,记录 心电图 可 得 到 周期 逐次 多 重 化 .针对 
波 可 绘制 递 次 振幅 图 ,如 图 4.20, 可 见 相 今 两 次 搏动 的 工 波 高 
是 相关 的 . 

显然 在 这 个 图 中 并 无 明确 的 一 维 映 射 .如 果 硬 要 把 它 看 成 是 
一 维 映射 ,那么 它 便 是 不 像 那些 不 逆 的 ,而 是 可 逆 的 , 总 之 并 无 混 
沌 的 证 据 ! 这 种 研究 结果 怎么 办 ?再 进行 一 种 试验 ! 

使 用 鸡 胚 心脏 培养 于 玻璃 器 呈 之 中 ,Glass 在 1984 年 使 用 周 
期 电 脉 冲刺 激 ,或 单一 脉 症 刺激 . 如 此 ,可 得 因 拢 动 电 脉 冲 重新 调 
整 自 发 心肌 细胞 搏动 的 扰动 周期 长 度 ,此 长 度 称 为 “扰动 之 瞬间 ， 
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收缩 处 于 何 相位 ”的 函数 ,这样 可 得 Poincare 图 , 锡 图 4.19. 利 用 这 
个 图 可 以 研究 周期 脉冲 的 重新 调整 效应 的 机 制 , 这 有 十 分 广泛 的 
生理 学 与 病理 学 的 意义 .他 开辟 了 心律 不 齐 数 学 的 先河 . 

在 周期 扰动 的 神 击 之 下 ,可 以 发 生 如 下 现象 ;在 周期 扰动 不 断 
增加 频率 的 历程 中 有 : 

(1) 锁 相 ; 

(2) 售 周 期 ; 

(3) 不 规则 的 动力 性 态 . 

这 种 把 单一 脉冲 扰动 的 结果 与 周期 扰动 的 结果 联系 在 一 起 研 
究 很 值得 效法 .例如 ,可 以 移植 于 神经 系统 的 研究 中 . 

图 4.19 是 用 单一 脉冲 扰动 是 心肌 细胞 的 相位 的 庞 加 菜 团 ,而 
图 4.20 则 是 周期 扰动 的 反应 ,表示 于 时 间 z, 的 历程 中 ,其 中 A 是 
实验 结果 ,B 是 由 图 4.19 算出 的 结果 ,C 其 其 中 的 一 段 ; 它 有 复杂 
动力 学 性 态 ， 

有 了 时 ,Poincaré 选 代 出 现 倍 局 期 却 不 导致 混沌 ,分 岔 序列 道 转 
而 再 度 出 现 极限 环 ; 尽 管 此 时 扰动 频率 继续 增加 . 


4.19 ” 单 脉 冲 拢 动 鸡 胚 心细 胞 的 Poinearé 图 ,# 的 计算 方法 是 以 自发 的 局 期 
为 1; 有 了 单 脉 串扰 动 之 后 , 蓄 人 这 个 1 中 的 造成 扰动 发 生 的 时 间 占 1 的 零点 几 
(Guoevara ,Glass 等 1981) 
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4.20 ”周期 找 动 的 反应 


心脏 电 生理 的 理论 中 最 完美 的 模型 是 1977 年 Beeler-Reuter 
微分 方程 组 (B - R 方程 组 ). 它 可 以 表现 在 恒定 刺激 之 下 实验 中 
所 表现 的 反应 . 这 个 微分 方程 组 有 些 像 Hodgkin-Huxley 方程 .也 
是 用 钳 电压 实验 作为 根据 .由 膜 离子 流 作 为 讨论 的 基础 ,也 -中方 
程 组 是 由 八 个 非 线性 微分 方程 所 组 成 . 1984 年 Jensen 等 研究 了 BB 
一 RR 方程 在 正弦 波 刺 激 作 用 下 的 反应 ,他 们 发 现 了 锁 相 与 非 周 期 
有 序 性 ,功率 谱 表 现 带 状 ,揭示 混沌 的 存在 .针对 一 个 非 周期 解 ,他 
们 算 了 相当 于 微分 方程 数目 的 全 套 李 氏 数 , 最 大 李 氏 数 为 
0.004mas .这 完全 肯定 了 混沌 的 存在 . 似乎 , 随 刺 激 频 率 变 化 , 倍 
周期 导致 混沌 . 
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$4.8 ”流行 病 的 混沌 动力 性 态 


传染 病因 有 两 大 类 .一 类 是 较 大 的 寄生 虫 引起 的 ,如 外 寄生 昆 
虫 和 寄生 蠕虫 . 另 一 类 是 比较 小 的 如 病毒 、 细 菌 、 原 生动 物 . 这 一 类 
型 常 以 年 计 的 周期 爆发 ,例如 腮腺 炎 与 水 辣 ; 在 纽约 有 可 靠 的 记 
录 ,从 1928 ~ 1972 年 ,表示 于 图 4.21. 巴 提 摩 尔 也 有 麻疹 的 记录 ， 
它 不 是 一 年 一 爆发 却 是 二 三 年 来 一 次 ,在 过 去 都 用 随机 过 程 来 说 
明 这 种 流行 病 学 中 的 不 规则 动力 学 性 态 (Andersn 1982). 
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4.21 麻疹 .水 痊 . 肌 腺 炎 发 病 的 逐 月 记录 (1928 一 1972 年 ) 


但 在 1985 年 Schaffer 等 ,用 $4.5 中 的 数学 方法 去 研究 有 了 
新 发 展 . 
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仍然 用 这 个 数据 ,可 以 艇 出 N(z)、N(z + h)、N(z+24) 来 画 
出 相 图 .NN 就 是 (病例 数 )/ 月 .h 是 选 2 或 3 月 ,作为 时 滞 , 如 此 可 得 
4.22 与 图 4.23. 


图 4.22 从 图 4.21 纽约 麻 闪 数 据 使 之 “光滑 化 ”用 “ 插 人 法 ”.(a) 一 (d) 用 hh =3 

月 ,可 在 这 三 维 图 像 的 呵 个 不 同 角 谋 观看 ;(e) 是 由 项 上 君 , 并 用 垂直 所 示 的 平面 切 

开 , 其 上 显 出 一 个 小 框 是 Poincaré 图 ;(f) 是 Poincaré 图 的 放大 ( 左 ) 并 把 它 所 推出 的 
一 维 映射 图 显示 于 代 右 ) 


这 中 间 三 个 相 图 均 作 出 了 Poincaré 图 . 显 出 V 形 对 半 线 ,说 明 
这 " 流 ” 忆 限于 近乎 二 维 的 圆锥 面 上 ,由 断面 的 一 支 上 取 的 点 递 次 


做 横 纵 坐 标 值 ,这 样 处 理 纽 约 、 巴 尔 的 说 尔 的 麻疹 数据 都 得 到 近乎 
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4.23 ”巴尔 的 摩尔 麻疹 数据 ,处 理 与 图 32 相同 


一 维 单 峰 上 映射, 但 对 水 辣 及 腮腺 炎 数 据 都 没有 找到 规律 .另外 , 麻 
疙 李 氏 指数 为 正 值 - 
1985 年 Schaffer 等 对 一 维 有 映射 加 随机 据 功 项 来 说 明 问 题 . 
X, | = X,expr(l — X,) {4.32) 


其 中 > 取 不 同 的 值 .这 里 有 停 人 的 现象 . 
当 动 力 性 态 以 小 的 整数 为 周期 时 ,了 噪声 可 以 使 潜在 的 沽 数 关 
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系 完全 模糊 .但 是 ,在 混沌 动力 学 行为 中 却 不 是 这 样 , 这 有 力 地 支 
持 了 麻疹 是 混 汪 流行 病 的 观点 ,但 腾 腺 炎 与 水 辣 则 不 是 ,所 以 它们 
易 受 随机 噪声 影响 .这 一 观点 在 1986 年 哥本哈根 麻 净 数 据 也 得 到 
同样 证 明 . 用 没有 随机 项 的 微分 方程 模拟 流行 病 曾 有 1980 的 May 
与 1984 的 Aron 等 ,也 十 分 成 功 . 


$4.9 细胞 间 信 号 传递 中 的 混沌 


自从 在 进化 历程 中 出 现 了 多 细胞 生物 ,细胞 与 细胞 之 间 信 号 
传递 就 是 一 个 极 重要 的 形态 (组 织 分 化 ) 与 功能 (神经 与 内 分 闻 ) 
的 关键 环节 , 它 在 进化 上 本 来 就 是 由 单 细胞 生物 与 单 细 胞 生物 之 
间 的 联系 发 展 而 来 的 .本 来 单 细胞 就 向 环境 释放 代谢 产物 ,代谢 产 
物 影 响 其 他 单 细胞 作用 又 得 到 反 局 作用 ,这 反馈 可 以 带 来 振 蓝 ,这 
振 莲 中 可 以 出 现 混 沌 ,而 这 泥 汪 正 是 推动 进化 的 信息 之 源 ， 

盘 基 网 柄 万 曾 是 这 个 问题 的 研究 对 象 , 它 是 一 种 黏 菌 ,时 而 单 
细胞 ,时 而 多 细胞 ,依靠 环 磷 腺 荃 CAMP 作为 信号 , 它 并 不 只 是 一 
个 化 学 信号 , 它 以 CAMP 的 振荡 作为 信和 号 时 ,可 以 诱 使 其 他 细胞 
共同 形成 一 团 , 这 叫 聚集 现象 . 

这 化 学 波 可 以 是 周期 的 ,也 可 以 是 非 周期 的 , 与 遗传 变种 有 
关 .1974 年 Durston 发 现 过 盘 基 网 柄 菌 (dictyosteliurm discoideum) 
的 一 个 变种 ,此 变种 的 化 学 周期 是 变化 的 ,表现 了 混沌 .在 1985 年 
经 Martiel 与 Goldbeter 证 实 ,他 们 的 方程 有 7 个 ,有 两 个 帮 合 振 划 机 
制 构成 ,有 些 像 图 4.19 ,在 某 些 参数 值 上 是 单 周 期 ,或 双 周 期 ,有 时 
即 产 生 混沌 .这 与 1974 年 的 实验 观察 中 看 到 非 周 期 豪 集 相符 合 , 因 
为 聚集 是 可 以 看 到 的 花样 ,这 与 高 等 生物 的 组 织 发 生 有 些 类 似 . 

1984 年 King 等 针对 神经 系统 中 多 巴 胺 系统 内 的 细胞 间 信 号 
传输 建立 了 数学 模型 .对 于 某 些 参数 的 值 是 能 够 体现 多 巴 胺 在 突 
触 后 的 受 体 的 效能 的 ,而 另 一 些 参 数值 对 应 于 向 多 巴 腑 细胞 的 去 
极 化 输出 的 , 调 到 一 些 特定 的 范围 时 ,多 巴 胺 细胞 的 神经 冲动 释放 
率 便 号 混沌 态 , 其 可 用 于 解释 精神 分 裂 的 症状 . 
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第 五 章 ” 非 线性 系统 中 混沌 的 控制 与 同步 


混沌 现象 是 20 世纪 最 重要 的 科学 发 现 之 一 . 它 揭示 了 自然 界 
及 人 类 社会 中 普遍 存在 的 复杂 性 ,如 有 序 与 无 序 的 统一 ,确定 性 与 
着 机 性 的 统一 ,这 大 大 拓 广 了 人 们 的 视野 ,加深 了 人 们 对 客观 世界 
的 认识 . 它 在 自然 科学 和 社会 科学 等 领域 中 ,覆盖面 之 大 、 跨 学 科 
之 广 .综合 性 之 强 ,发展 前 里 及 影响 之 深远 都 是 空前 的 .国际 上 霍 
称 混 沌 的 发 现 , 乃 是 继 20 世纪 相对 论 与 量子 力学 问世 以 来 的 第 三 
次 物理 学 大 革命 ,这 场 革命 正在 冲击 和 改变 着 几乎 所 有 科学 和 技 
术 领 域 ,向 我 们 提出 了 巨大 的 挑战 . 

混沌 的 发 现 已 过 而 立 之 年 ,首先 的 问题 是 , 混 沥 究竟 有 什么 应 
用 和 发 展 前 景 ? 这 是 摆 在 人 们 面前 的 一 个 重大 与 普遍 关注 的 癌 
题 . 

由 于 混沌 的 奇 措 特性 ,特别 是 对 初始 条 件 的 高 度 敏 感性 ,使 得 

有 些 人 总 觉得 混沌 是 不 可 靠 的 ,不 可 控 的 ,因而 是 无 法 应 用 的 . 

20 世纪 90 年 代 以 来 ,国际 上 关于 混沌 控制 及 混沌 同步 研究 
的 突破 性 进展 ,使 混沌 的 可 能 应 用 出 现 了 契机 . 

混沌 同步 原理 及 混沌 控制 方法 ,在 1990 年 先后 提出 ,前 者 是 
由 美国 的 将 军 实 验 室 的 学 者 Pecora 和 Carroll 提出 ,他们 在 电子 线 
路 上 首先 实现 了 混沌 同步 ,后 者 是 由 美国 马里 兰 大 学 的 物理 学 家 
奥 特 (Ott) , 格 里 博古 (Grebogi} 和 约克 (Yorke) 提 出 , 称 为 OGY 方 
法 .同年 该 校 的 Ditto 等 人 利用 该 法 首次 在 一 个 物理 系统 上 , 即 磁 
弹性 体 上 实现 了 对 局 期 一 的 稳定 控制 .随后 ,国际 上 混沌 控制 方法 
及 其 实验 的 研究 迅速 发 展 ,混沌 同步 也 获得 进一步 插 广 ,大 大 推进 
了 应 用 研究 ,诸如 在 电子 学 ,机密 通讯 .密码 学 .激光 .化 学 生物 . 脑 
科学 ,神经 网 络 及 系统 工程 等 众多 领域 中 ,都 有 很 大 的 应 用 潜力 . 

在 自然 界 及 实验 室 里 ,由 于 学 科 .领域 和 部 门 的 不 同 , 非 线性 
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系统 多 种 多 样 ,混沌 行为 千姿百态 ,相应 的 混沌 控制 及 其 应 用 也 是 
多 姿 多 彩 . 从 混沌 的 类 型 上 ,大 体 可 以 分 为 四 大 类 ;第 一 类 只 产生 
时 间 混 流 :第 二 类 只 产生 空间 混 小 ,第 三 类 同时 产生 时 间 与 空间 混 
浏 , 第 四 类 产生 功能 混沌 . 跟 丰 请 多 彩 的 混沌 行为 相 比 ,自前 的 混 
济 控 制 方法 及 其 应 用 的 研究 ,只 不 过 刚刚 开始 ,目前 还 只 是 较 多 地 
集中 在 第 一 类 混沌 的 控制 与 应 用 上 ,时 空 混沌 的 控制 问题 也 引起 
了 注意 ,其 他 类 型 的 混 池 控制 尚 待 展开 ,因此 ,这 是 一 个 大 有 作为 
的 广阔 研究 领域 ， 

迄今 ,混沌 控制 的 目标 有 两 种 :一 种 是 基于 在 混沌 吸引 子 内 存 
在 无 穷 多 的 周期 轨道 ,控制 的 目标 是 对 其 中 某 个 不 稳定 周期 轨道 
进行 有 效 的 稳定 控制 , 另 一 种 控制 目标 则 不 要 求 必 须 稳 定 控 制 原 
系统 中 的 周期 轨道 ,而 只 要 通过 可 能 的 策略 .方法 及 途径 ,得 到 我 
们 所 需 的 周期 轨道 即 可 ,或 抑制 掉 混 沌 行为 . 

目前 国内 外 已 经 提出 了 许多 不 同 的 混 神 控制 方法 ,适用 于 各 
种 情形 下 的 混沌 控制 ,从 非 线 性 系统 的 类 型 上 说 ,有 些 方法 适 于 离 
散 非 线性 系统 ,有 些 则 适 于 连续 非 线性 系统 ,从 控制 原理 上 可 分 为 
微 扰 反馈 控制 法 与 无 反馈 控制 法 ,前 者 反馈 的 对 象 可 以 是 系统 参 
数 . 系 统 变量 .外 部 参数 (强度 .相位 等 ) 等 等 .对 不 同 对 象 的 微 扰 反 
馈 , 则 产生 不 同 的 控制 方法 ,它们 的 共同 点 都 是 利用 与 时 间 有 关 的 
连续 小 微 扰 作为 控制 信号 , 当 微 扰 趋 于 等 或 变 得 很 小 时 , 则 将 实现 
对 特定 所 需 的 周期 轨道 或 非 周 期 轨道 的 稳定 控制 ,也 就 是 达到 前 
面 的 第 一 种 控制 目标 .无 反馈 控制 法 ,用 于 实现 第 二 种 控制 目标 ， 
它 与 一 些 特定 的 所 需 轨道 无 关 , 因 而 当 实 现 系统 控制 时 , 受 控 输 人 
信号 并 不 趋 于 零 , 并 且 受 控 后 的 动力 学 行为 可 能 与 原 系 统 的 大 不 
相同 , 即 产生 了 新 的 动力 学 行为 . 

混沌 同步 ,从 总 体 上 说 ,属于 混沌 控制 的 范畴 ,迄今 已 发 现 了 
几 种 类 型 的 混 印 同步 ,第 一 种 类 型 就 是 Pceora 和 Carroll 提出 的 同 
步 方 案 ,其 中 存在 驱动 与 被 驱动 { 响 应) 关系 ,他们 把 混沌 系统 分 成 
稳定 部 分 和 不 稳定 部 分 ,把 具有 负 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 的 稳定 部 分 
复制 成 一 个 响应 系统 ,然后 把 响应 系统 与 驱动 系统 用 驱动 系统 中 
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的 驱动 信号 耦合 起 来 ,由 此 可 达到 响应 系统 与 驱动 系统 同步 .近年 
来 该 类 型 同步 已 经 拓 广 到 非 温 沌 同步 ( 即 周期 、 准 周期 同步 等 ) 及 
高 阶 同步 ,第 二 种 类 型 级 混沌 同步 则 是 两 个 不 同 混沌 系统 相互 示 
合 , 由 Gaponov - Grekhov 及 其 合作 者 在 研究 流体 潢 流 时 提出 的 ， 
后 来 Rahman 等 从 理论 上 研究 了 半导体 激光 阵列 系统 中 的 混沌 同 
步 的 可 能 性 ,1994 年 美国 的 Roy 和 Thornbury 及 日 本 的 Sr- 
gavwara .Tachikawa、Tsukamoto 等 人 已 分 别 独 立地 从 实验 上 观察 
到 两 个 混沌 的 激光 系统 达到 完全 同步 ,他 们 就 是 利用 激光 光 强 相 
互 耦合 的 结果 ,前 者 用 两 个 Nd: YAG 混沌 激光 系统 ,后 者 用 两 个 
PQS 渴 沌 激光 系统 ,达到 异曲同工 之 妙 . Liu 和 Leite 从 数值 上 研 
究 了 两 个 CO, 激光 系统 耦合 ,也 达到 了 混 古 同步 .第 三 种 类 型 的 
混沌 同步 是 通过 与 时 间 有 关 的 小 微 扰 的 连续 反馈 方法 ,该 法 首先 
由 Pyrugns 提出 ,他 又 与 Tamasercius 从 实验 上 验证 ,Pu 等 人 也 用 
电子 线路 实现 了 .第 四 种 类 型 的 混沌 同步 是 由 Maritan 和 Banavar 
发 展 的 由 了 噪声 感应 导致 同步 的 技术 .他 们 证 明了 两 个 混沌 系统 在 
相同 的 噪声 作用 下 ,只 要 噪声 强度 足够 大 ,就 可 能 导致 两 个 系统 实 
现 混沌 同步 ,混沌 同步 是 混沌 控制 领域 中 一 个 极其 诱 人 的 课题 ,由 
于 具有 巨大 的 应 用 潜力 ,引起 了 国内 外 的 极 大 关注 与 兴趣 . 

我 们 知道 ,表征 非 线 性 系统 的 混沌 行为 的 主要 特征 量 是 所 谓 
的 李 雅 普 诺 夫 指 数 4 , 它 刻 画 了 系统 对 初始 条 件 的 涡 度 敏感 性 , 通 
常 低 维 混沌 系统 只 有 一 个 指数 值 * 大 于 零 ,上 述 混沌 同步 和 泥 范 
控制 一 般 即 指 这 种 情形 .但 是 ,实际 上 在 自然 界 及 社会 经 济 等 领域 
中 广泛 存在 着 高 维 非 线 性 系统 ,诸如 在 受 控 素 变 托 克 马克 装置 中 
等 离子 的 不 稳定 性 一 一 混沌 现象 , 亦 与 无 穷 维 有 关 . 出 多 路 (多 
元 ) 激光 器 所 构成 的 总 体 激光 装置 ,经 济 领域 中 自由 市 场 .股市 等 
复杂 系统 等 等 ,它们 可 能 存在 一 个 以 上 正 的 李 牙 普 诺 夫 指 数 2, (i 
= 1,2,…) 的 混沌 行为 ,人 们 称 之 为 超 混沌 .于 是 , 自然 地 提出 两 
个 问题 :一 是 能 否 实现 超 混沌 同步 ?二 是 如 何 实现 超 混沌 控制 ?这 
是 两 个 令 人 感 兴趣 的 挑战 性 课题 . Pecera 和 Carroll 特别 强调 指出 ; 
只 有 当 响 应 系统 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 都 是 负 值 时 ,才能 实现 响应 系 
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统 与 驱动 系统 之 间 的 同步 ,Vieira 及 其 合作 者 更 明确 地 指出 ; 当 出 
现 超 混 钝 运动 时 , 则 从 混 症 同步 转变 到 不 同步 或 立即 表 失 同步 ,这 
意味 着 超 混沌 同步 是 难以 达到 的 . 

果真 超 混沌 难以 实现 同步 吗 ?混沌 控制 方法 是 否 能 拓 广 于 超 
混沌 控制 ? 超 混 沌 同步 及 起 混沌 控制 的 应 用 发 展 前 景 如 何 ? 等 等 ， 
这 些 都 是 混沌 控制 及 其 应 用 中 的 新 课题 . 

最 新 的 研究 成 果 表 明 , 对 于 某 些 非 线性 系统 ,在 一 定 条 件 和 适 
当 的 同步 方案 下 ,可 以 达到 超 混沌 同步 .例如 用 几 种 典型 系统 作为 
例子 ,复数 Lorenz - Linken 系统 .Rossier 系统 , 双 砷 合 Duffing 振荡 
器 及 双 糯 合 Vander Pol 振荡 器 等 ,分 别 实现 它们 及 其 高 阶 系统 的 
趋 混沌 同步 . 同时 ,我 们 还 把 混沌 同步 的 诸 种 类 型 拓 广 到 超 混沌 
同步 中 去 ,并且 采 用 一 些 反 馈 控 制 方法 实现 了 对 超 混沌 系统 及 其 
高 阶 超 混 沌 同步 系统 中 的 超 混沌 的 稳定 控制 ,为 混沌 的 控制 打开 
了 应 用 之 门 . 


$5.1 参数 微 扰 法 一 一 OGY 方法 


1990 年 ,美国 马里 兰 大 学 的 物理 学 家 Ott,Grebogi 及 Yorke 
三 人 首先 从 理论 上 提出 控制 混沌 的 方法 , 它 基 于 双 曲 混沌 吸引 子 
中 稠密 地 骨 有 无 限 多 个 不 稳定 周期 运动 ,而 浪 沌 运动 可 各 态 历经 
地 接近 这 些 不 稳定 周期 运动 . 该 方法 的 基本 思想 是 先 由 相 空 间 重 
构 方 法 确定 吸引 子 中 内 人 的 各 种 不 稳定 周期 运动 ,选择 其 中 之 一 
作为 控制 目标 ;等 待 湿 汪 运动 游荡 到 该 周期 运动 附近 时 对 系统 某 
一 控制 参数 进行 小 摄 动 ,将 混沌 运动 稳定 到 该 所 期 运动 上 .该 校 的 
迪 托 (Ditto) , 劳 西 (Rouseo) 及 斯 帕 内 (Spano) 三 人 选择 了 带 状 磁 
弹 体 在 磁场 作用 下 的 微 扰 实验 从 实验 二 验 证 了 OGY 方法 的 有 效 
性 . 

具体 地 说 , 设 连续 的 自治 系统 为 


x(t) = F(x(t),p) (5.1) 
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b 为 系统 控制 参数 满足 ， 
bp” -Apr < ppp” +APprs 
Ap 为 允许 扰动 的 最 大 值 ,假设 p = 请 时 系统 (5.1) 处 于 混沌 状 
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我 们 可 借助 Poincare 截面 ,将 (5,1) 所 描述 的 连续 动力 系统 化 
为 食 一 控制 参数 户 的 维 离 散 动 力 系 统 
,1 = Pp(é, ,p,), (5.2) 
bs= pb +Aps, IAbp, [EAprm 
假设 由 式 (5.1) 所 描述 的 是 三 维 连 续 系 统 , 则 其 截面 (5.2) 式 便 是 
二 维 的 . 
假设 €: = P(E5 ,pp" ) 是 有 映射 P 的 一 个 不 稳定 的 不 动 点 ,其 
对 应 着 式 (5.1) 中 FF 的 不 稳定 的 周期 轨道 . 现 考 虑 通过 对 控制 参 
数 记 的 实时 摄 动 将 映射 点 二 稳定 到 指定 的 双 曲 不 动 点 站 上 .为 
确定 所 需 的 控制 参数 扎 动 量 p, - p' ,将 映射 (5.2) 在 不 动 点 导 
和 参数 pp" 附近 线性 展开 : 
Gr +t L(G — EF)+t Wp — pp”) {$.3) 


这 里 


A = 2,Ap, = pp" ,1= (Fe P(E,p") 


W= (sp ,p") 
假设 &, 的 Jacobi 矩阵 的 稳定 和 不 稳定 的 特征 值 1, 和 4, 满 
是 12,| < 之 1<14.|,e, 和 e, 分 别 为 1, 和 2 所 对 映 的 特征 向 量 . 
所 和 下 分别 为 向 基 e, 和 e, 的 反 变 基 向 量 ,其 满足 
fe=f,'e.=1, fes=f.°e,=0 {5.4) 
则 Jacobi 抢 阵 上 可 以 被 写 为 
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了 = ve 疡 + Me 大 (5.5) 
令 向 量 扣 ,，- 与 55 的 稳定 流 形 相 切 , 则 有 下 式 


fAb rf (E CF)=0 (5.6) 
将 (5.3) 式 重 写 为 
A LAE, + WAp, (5.7) 
将 和 (5.7) 式 两 端 作 肉 积 ,可 得 控制 参数 p， 
Ap,=p,—p"' =—X, 和 (5.8) 
这 里 假设 f,* W 关 0. 


根据 上 面 的 分 析 ,OGY 方法 的 控制 策略 就 是 ,从 实验 上 观测 
该 系统 ,一 旦 轨 线 舒 近 我 们 所 期 望 的 那个 不 动 点 时 ,立即 开始 对 参 
数 p, 进行 小 微 扰 Ap, ,使 得 Ap. 委 |Ap。| ,经 过 若干 次 微 扰 渤 代 
后 ,使 下 一 个 状态 落 人 该 不 动 点 的 稳定 方向 上 , 即 选 代 名 落 人 
稳定 流 形 6; 上 ,如 此 反复 直到 最 后 稳定 在 该 不 动 点 上 . 图 5.1 
给 出 了 OGY 方法 对 鞍 型 不 动 点 前 控制 图 像 . 


(Pp) 和 (PP + AP it) 
gp") 
名 各 él Z 
(8) 为 第 # 次 选 代 的 (b) 为 经 过 对 只 te) 使 下 “ 步 选 代 刘 达 
二 某 在 人 支点 台 附 近 向 拓 后 接近 不 动 点 EAP') 的 稳定 流 章 上 去 


图 5.1 OGY 方法 对 鞍 型 不 动 点 的 控制 疼 像 


当 ,41 已 经 进 和 人 局 域 稳定 流 形 方向 之 后 ,虽然 可 置 微 扰 Ap， 

=0, 但 是 由 于 线性 化 所 产生 的 误差 .系统 测量 的 误差 及 小 品 声 等 

诸 因素 的 影响 ,系统 一 般 还 会 再 次 跑 出 稳定 流 形 方向 ,于 是 在 每 次 
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选 代 中 控制 律 (5.8) 都 在 起 作用 ,以 使 逐次 迭代 点 .411 都 在 不 动 
点 附近 ,直至 最 终 落 在 不 动 点 上 , 即 获得 对 周期 态 的 稳定 有 效 控 
制 . 

以 上 方法 可 以 拓 广 到 n 维 非 线性 映像 ,或 可 以 由 庞 加 莱 映 像 
描述 的 连续 非 线 性 系统 .该 法 无 须知 道 系 统 全 局 的 动力 学 模型 , 非 
线性 映像 可 以 利用 时 间 延 迟 坐 标 法 ,从 实验 测 得 的 时 间 序 列 中 构 
造 出 来 ,然后 通过 考察 期 望 轨道 附近 的 映像 选 代 , 由 该 映像 在 所 需 
的 周期 轨道 附近 的 线性 控制 律 来 达到 稳定 控制 . 

混沌 控制 中 有 两 个 问题 值得 讨论 .一 是 关于 实现 所 需 周 期 态 
的 控制 时 间 , 即 达到 所 需 周 期 态 所 花 的 平均 寿命 (z). 显然 ,从 实 
用 角度 看 ,实现 对 混沌 的 稳定 控制 所 花 的 时 间 不 能 无 限 ,只 能 有 限 
才 有 意义 .由 于 混沌 敏感 地 依赖 于 初始 条 件 ,对 于 随机 选择 的 初始 
条 件 ,存在 一 个 指数 型 的 概率 分 布 ,对 于 r 污 1, 则 有 概率 ，; 


忆 ( 达 到 所 需 周 期 态 时 间 >r) 一 exp[- (rr))] (5.9) 


控制 所 需 的 平均 寿命 (将 随 Ap 。. 的 减 小 而 增加 ,并 且 对 于 
Ab 小 值 情形 《rc) 遵 循 规 律 关系 :tr) 一 (Ap。) 7.OGY 方 法 已 
经 导出 指数 y 的 表达 式 : 


7=1+ 去 Inl2,1AnlX,1 7 {5.10) 


显然 ,随机 选择 一 批 初 始 条 件 可 以 算出 (rt) 和 Ap 之 间 的 关 
系 ,计算 结果 表明 , 随 着 Ap 增加 ,平均 寿命 4r) 成 线 人 性 减少 ,这 
就 是 说 ,增加 微 扰 限制 量 ,有 利于 减少 控制 所 需 的 时 间 . 

另 一 个 关注 的 问题 是 噪声 的 影响 ,研究 噪声 影响 只 需 在 线性 
化 方程 (5.2) 或 (5.3) 的 右边 加 上 一 个 随机 项 e5 ,然后 求解 朗 之 万 
方程 .这 里 8 为 随机 向 量 ,e 为 噪声 强度 .6 的 分 量 8, 具有 下 列 特 
人 性 :6)=0 及 (58)》=0, 当 ;zj 时 ,并 且 具 有 与 i 匹 关 的 概率 
密度 ,从 局 域 稳定 性 条 忻 可 知 , 品 声 与 f, 的 点 积 将 包括 在 AC. ,1 
中 , 故 得 台 ,， = 6: ,这 里 侣 = f."6,. 于 是 ,倘若 眠 声 是 有 界 的 ， 
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则 受 控 的 不 动 点 的 稳定 性 将 不 受 影 响 . 只 要 这 个 界 足够 小 即 可 ,使 
得 s6。. < 5 ,倘若 该 条 件 不 被 满足 , 则 噪声 可 以 把 一 条 轨道 接 出 
不 动 点 附近 的 平行 四 边 形 以 外 ,在 概率 密度 分 布 的 尾部 , 低 概率 所 
引起 的 越轨 现象 尤其 令 人 关注 .不 过 这 种 越轨 现象 通常 很 少 发 生 . 
要 是 经 常 发 生 的 话 , 那 OGY 方法 就 不 灵 了 ,事实 证 明 ,OGY 方法 
对 混沌 的 控制 是 有 效 的 ,基本 上 不 受 曲 声 的 影响 . 

OGY 方法 的 主要 优点 是 :一 、 无 须 预 先知 道 所 研究 系统 的 动 
力学 模型 ,处 加 莱 映 像 可 由 实验 测量 的 时 间 序 列 用 延迟 坐标 来 获 
得 ,二 .每 次 映像 迭代 所 各 的 计算 量 最 少 .三 .所 需 的 参数 变化 很 
少 .四 ,必须 估算 所 需 的 不 稳定 不 动 点 的 某 些 性 质 , 但 是 可 以 粗 佑 
即 可 .在 特征 值 及 特征 矢量 测量 不 精确 的 情况 下 也 可 以 实现 混沌 
控制 .五 ,在 延迟 坐标 下 达到 控制 后 慌 套 在 混沌 吸引 子 中 的 不 稳定 
轨道 只 有 微小 变化 ,基本 上 不 变 .六 ,该 法 不 限于 有 周期 外 力 驱 动 
的 力学 系统 ,可 以 拓 广 到 由 非 线 性 映像 表征 的 任何 系统 . 也 就 是 
说 , 它 可 适用 于 离散 动力 学 系统 及 可 用 庞 加 菜 映 像 表征 的 连续 动 
力学 系统 ,但 通常 只 能 控制 低 周期 的 轨道 . 


$5.1,1 OGY 方法 的 改进 


学 者 们 在 实验 中 发 现 QGY 方法 存在 一 个 主要 问题 是 ,在 控 
制 过 程 中 我 们 要 从 z; 时 刻 开始 ,把 参数 从 p. ,变化 到 p; ,这 里 志 
为 轨 线 第 i 次 贯穿 许 加 莱 截 面 的 时 间 . 俏 车 应 用 时 间 延 迟 坐 标 法 ， 
则 可 证 明 : 由 实验 截面 所 得 到 的 映像 下 ,不 仅 取决 于 新 的 参数 户 
而 且 还 依赖 于 前 面 的 参数 p._,. 因此 ,为 了 更 好 地 实现 控制 ， 
Nitsche 及 Dressler 对 OGY 方法 的 控制 律 进行 了 改进 . 

假设 我 们 不 知道 系统 的 动力 学 方程 ,系统 的 惟一 信息 来 自 实 
了 验 测 其 的 时 间 序 列 . 令 实 验 所 得 到 的 时 间 序 列 为 x(1)=z(y 
(2)) .再 假设 已 产生 的 吸引 子 在 某 个 流 形 M, 导 MM 上 ,利用 具有 延 
迟 r 的 时 间 代 标 及 嵌 人 维 数 4, 则 构成 过 维 延迟 坐标 矢量 xf{t) = 
[zf(b,zf(t-r)ztt-td-lr)cER ,适当 选择 d 和 r, 则 
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存在 一 个 从 流 形 M, 到 子 流 形 M. CR* 的 光滑 逆 映 像 全 ,使 得 下 
式 成 立 ; 


Xt) = 人 By)), 8)EA， (5.11) 


假设 用 一 个 流 9g 表示 原来 相 空 间 内 的 动力 学 ,使 得 y(i: + 7) 

= 种 30)) 成 立 . 在 怡 当选 择 的 实验 截面 内 ,这 个 连续 动力 学 系 

统 下 退化 为 一 个 离散 的 动力 学 映像 ,通常 选择 z(z,)= z(z,) 为 常 
数 作 为 庞 加 菜 上 截面 即 可 做 到 ,从 而 在 截面 上 得 到 一 系列 的 交点 
€ = [z(t — Tr) ,rt 2r) ,zt ~ (d -1)r)]ER'! 

(5.12) 


于 是 ,我 们 得 到 感 兴趣 的 让 加 莱 映 像 所 = F(6;). 简 单 起 
见 ,假设 要 稳定 控制 中 的 某 条 不 稳定 周期 轨道 .应 用 OGY 方法 
表示 ;在 1; 时 立即 把 参数 p 从 p,., 变 到 线性 控制 律 (5.8) 式 所 确 
定 的 参数 p, . 今 假定 在 两 次 相继 穿 过 截面 之 间 时 间 间 隔 大 于 述 洁 
窗口 , 即 1 一 #1,_1>(d 一 1)r. 

我 们 之 所 以 希望 能 通过 考察 x (2 ) 来 控制 原来 系统 的 y(1)， 
是 因为 所 引入 的 嵌 套 便 给 出 x(z) 和 y(z) 之 间 的 双向 单 射 关系 ， 
映像 多 与 系统 的 动力 学 方程 有 密切 关系 ,并 且 一 般 依赖 于 参数 
p'; 的 实际 值 .基于 该 事实 ,用 名 , 取代 外, 则 后 在 去 时 刻 在 截面 内 
与 原状 态 的 关系 为 


yt) Bo [cs z(t ~ 5)) ,ee z(t —(d 1)r)] 
= @;! (x(4,)) (5.13) 


此 处 已 利用 了 (Cd 一 Dr< (ti ~ 4-1) 的 假设 , 即 p,- ,是 在 整个 
时 间 间 隔 (4;- 1 ,5;) 内 p 的 实际 值 . 
在 榨 制 起 作用 的 情况 下 , 即 在 t; 时 刻 把 参数 从 p;-, 变 到 p， 
时 ,实验 截面 映像 确定 不 仅 取决 于 新 的 实际 值 名, 而 且 取决 于 前 
一 个 值 p,_1, 即 
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和 二 下 (和 (5.14) 


倘若 对 所 有 的 i,(z; 一 4_1)>(d 1)r 的 条 件 被 破坏 ,例如 只 有 2 
(一 1)>(d-1)r, 则 (5.14) 式 直截了当 地 被 推广 为 
E41 = FE,, pss Pi-ts pi) (5.15) 
即 这 时 还 必须 考虑 对 前 面 一 个 参数 值 p,_; 的 依赖 性 ,自然 可 以 按 
此 类 推 .不 过 ,我 们 的 讨论 限于 对 于 所 有 i 存在 -i,_1>t{ad -1) 
r 的 情形 
从 式 ({5,14) 出 发 ,我 们 可 对 OGY 方法 的 算法 进行 修正 ,这 时 
有 下 列 线性 近似 : 
Agir TAG + pAp, 1 + uAp, (5.16) 


其 中 


A=DéF(EBr ,pispi ),v= (ge) Bes pr ,pi ) 


a= (3 (Ge, p71sp?) 
由 于 稳定 控制 要 求 fA&.,1 =0, 则 导出 新 的 控制 律 ; 
A hv 
Ap' = Fl A6, 天 Ap- (5.17) 


当 不 考虑 前 次 参数 微 近 Ap,_, 对 映像 的 影响 时 , 即 b=60 由 上 
式 退 化 为 DGY 方法 的 线性 控制 律 (5.8). 

改进 的 OGY 方法 控制 律 (5.17), 从 原理 上 说 ,应 该 再 次 适用 
于 没有 测量 误差 或 曲 声 的 所 有 情形 ,在 控制 起 作用 的 时 候 ,A 疡 天 
0 ,控制 要 求 的 乒 A6 = 0 并 不 确保 6,: 也 将 落 人 该 稳定 流 形 ,其 
原因 是 上 是 正人 ,pp; 1,p;) 的 不 动 点 ,但 不 是 FC(* ,pi + Api， 
p+1) 的 不 动 点 .倘若 不 加 进一步 逢 扰 Api,,, 则 6,z 就 由 (5.14) 
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F(: ,p+ Ap,, 记 /1) 确 定 ,倘若 根据 改进 的 控制 律 (5.17) 来 选择 
微 拢 Ap;,, , 则 &,,, 就 将 只 孙 在 6: 的 局 域 稳定 流 形 ( 即 f,*AE,,,) 
=0) 上 ,这 点 利用 (5.16) 式 则 易于 验 征 . 

更 已 将 这 种 改进 的 OGP 方法 的 控制 律 应 用 于 杜 芬 振荡 咽 中 
的 混沌 控制 ,纠正 了 原先 QGY 方法 无 法 控制 的 情形 .但 是 它 并 非 
对 所 有 情形 都 是 充分 有 效 的 ,例如 当 |(f, -vu)A(f.'w)| 之 1 的 情 
形 .此 时 若 把 A&.,, 视 为 随机 的 , 则 (5.17) 式 可 视 为 一 个 非 称 定 的 
一 阶 自 回 归 模 型 , 故 (A 户 六 的 期 望 值 将 随 i 的 增长 发 散 ,Ap, 将 
超过 所 允许 的 最 大 微 扰 Ap。 ,因而 控制 范围 也 就 失去 了 ,为 了 避 
免 Api 增长 所 致 的 不 稳定 性 ,人 们 提出 了 一 种 变通 的 办 法 , 即 试 
图 寻求 Ap; 的 一 种 控制 律 ,使 得 Ap,,, 将 自动 地 变 为 零 .为 此 要 求 
系统 只 稳定 下 一 个 i+ 2, 但 要 一 步 到 位 , 且 使 得 Ap,,, =0, 即 要 
求 : 


f.'AE =0 及 Ap =0 (5.18) 
利用 两 次 (5.16) 式 , 则 由 (5.18) 要 求学 出 了 新 的 控制 律 为 


Ap = ps 
其 中 分 母 不 为 零 

新 的 OGY 方法 的 控制 律 可 以 达到 控制 过 程 自 治 ,由 于 假设 
了 理想 的 线性 化 ,原则 上 在 无 噪声 及 测量 误差 时 ,可 以 在 &,: 时 停 
止 徽 扰 , 即 选 代 专 ,3 会 自动 落 人 稳定 流 形 .但 由 于 对 (5.16) 应 用 了 
二 次 线性 化 所 导致 的 误差 ,实际 上 并 不 那么 理想 ,这 就 总 要 几经 微 
扰 使 控制 律 在 每 次 迭代 都 发 挥 作 用 才 好 . 


$5.1.2 OGY 方法 的 进一步 改进 


Ap (5.19) 


如 何 实现 对 混沌 奇怪 吸引 子 中 的 高 周期 态 及 高 维 动力 学 系统 
的 混沌 控制 ,是 OGY 方法 进一步 改进 的 主要 方向 .混沌 控制 的 物 
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理 实质 就 在 于 把 具有 正 值 的 李 雅 普 诺 夫 指数 如 何 变 成 负 值 , 从 而 
把 不 稳定 轨道 稳定 住 ,根据 这 种 分 析 , Ott、Grebogi 与 Romeiras、 
Daywansa 合作 ,采用 系统 控制 中 的 所 谓 “ 极 点 移动 技术 ”, 对 OGY 
方法 进行 了 进一步 的 改进 . 

让 我们 来 讨论 离散 动力 学 系统 


£11 = F(E,,p) {5.20) 


其 中 ER",pER,F 映像 对 两 个 变 基 都 是 充分 光滑 的 ,zp 为 外 
部 可 调 的 实 参数 ,在 某 个 时 间 内 要 求 ; 
|[p—p’ |<$ (5.21) 

户 "为 额定 值 (nominal value) ,假设 在 pp' 下 系统 有 一 个 混沌 吸 
引子 ,现在 的 目标 是 ,以 这 样 一 种 方式 随时 间 i 改变 参数 p 使 得 混 
沌 吸引 子 的 流域 中 处 及 几乎 所 有 的 初始 条 件 , 从 而 系统 的 动力 学 
都 收敛 到 该 吸引 子 中 所 期 望 的 时 间 周 期 轨道 上 .如 OGY 方法 已 
述 , 由 于 混沌 动力 学 的 遍历 特性 可 以 确保 状态 轨 线 最 终 能 进入 所 
要 稳定 的 UPO 的 邻近 ,一 旦 进入 ,我 们 即 加 上 稳定 反馈 控制 律 ， 
以 控制 轨 线 彰 所 期 望 的 UPO 运动 ,并 稳定 住 . 

令 慰 (8) 表 示 该 混沌 吸引 子 上 的 一 个 不 稳定 不 动 点 ,对 于 p 
接近 于 p" 及 在 不 动 点 慰 {(z ”) 附 近 情 形 , 下 用 下 列 线性 映像 近似 
映像 (5.20); 


Gr Ertp = ALS, —#rtp }]+B(p-p") (5.22) 
这 里 A 为 雅 可 比 矩 阵 (n Xx n),B 为 n 维 列 世 量 , 即 
A=DPF(§,p)R B=D,F(#,p) 


目 在 一 缉 (Pp" ) 及 p =p 处 计算 这 些 偏 导数 ,并 假设 参数 p 对 
时 间 的 依赖 性 是 变量 6; 的 如 下 线性 函数 形式 


p-p =—K'[é— été(p")] (5.23) 


这 里 KK” 是 一 个 1x n 矩阵 ,主要 的 问题 是 想法 确定 K" ,使 得 不 
。， 265 ， 


动 点 &:(p' ) 变 成 稳定 的 .把 (5.23) 代 入 (5.22) ,得 
Ei- Er(p' =(A- BK')IE -Ep(p" )] (5.24) 


此 式 表明 ,只 要 和 矩阵 A - BK7 是 浙 近 稳定 的 , 即 矩阵 的 所 有 特征 
值 的 模 小 于 1, 则 不 动 点 将 是 稳定 的 . 

实际 上 ,如 何 确定 K 使 得 矩阵 4 - BK" 具有 特定 特征 值 的 
问题 是 系统 控制 论 中 所 热 知 的 “极点 移动 技术 ” ,我 们 下 面 对 此 项 
技术 给 予 简介 . 

矩阵 A - BK” 的 特征 值 又 称 为 “调节 器 极点 ” {regulator 
poles) .对 给 定 的 A,B ,通过 选择 K” 而 使 这 些 极 点 福 足 一 定 的 特 
定 要 求 的 问题 就 是 “极点 移动 问题 ”. 

设 和 矩阵 A - BK” 的 特定 特征 值 为 p，,…,p,( 可 以 是 复数 ). 

现在 我 们 来 介绍 一 种 根据 A,B 与 (py.… pp ) 求 解 KK 的 方法 
(Ackermann 方法 ). 主 要 有 以 下 两 点 : 

(1) 极点 移动 问题 具有 一 个 惟一 解 , 当 且 仅 当 存在 秩 为 x 的 
n xn 矩阵 C, 并 称 其 为 可 控 撼 阵 .(C 的 解法 将 在 后 面 给 出 } 

(2) 极点 移动 问题 的 解 由 下 式 给 出 


KT= (4d, 一 GE —a)}T”! 


这 里 下 = CW 以 及 
sl dn al 1 
Gs ai 1 0 
W= 
al 1 0 0 
1 0 0 o| 


这 里 12 ,…,d, | 是 & 的 特征 多 项 式 的 系数 , 即 


[SI- Al=s +t+ds" t+d, 
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及 la syn 上 是 A- BK 所 期 望 的 特征 多 项 式 的 系数 . 


Ds 一 内 ) 一 于 十 Qs 十 二 0 
迄今 ,我 们 的 讨论 都 是 建立 在 线性 方程 (5.24) 之 上 ,因而 其 适 
用 于 &:( 记 ) 的 局 部 区 域 . 另 一 方面 ,参数 微 扰 大 小 的 约束 由 
(5.21) 给 出 , 当 与 (5.23) 合 并 时 ,得 出 


| 五 [有 一 村 (让 < (5.25) 


此 式 定义 了 宽度 为 287|1 KK" | 的 条 域 ,我 们 只 有 在 这 个 条 域内 根 
据 (5,23) 来 选择 名 才能 起 控制 作用 . 当 &, 在 这 个 条 域外 面 时 ,我 
们 令 控 制 参数 p= p" .也 有 其 他 选择 的 办 法 . 

总 之 ,对 于 任意 的 和 [不 必 接 近 &:(p" )], 由 下 式 确 定 控 制 


p-p =-K[é-t(p")] -ud-|K[E ~ (pp )])) 
(5,26) 
这 里 2 基 单 位 阶 腾 函 数 (unit step function) ,其 定义 为 


0, a<0O 
u(a)= 
1, a>0 


应 当 措 出 ,K” 可 以 有 许多 不 同方 式 来 选择 ,原则 上 ,只 要 能 保证 
极点 均 在 单位 图 内 即 可 . 

上 面 已 经 指出 ,只 有 当 6 落 在 狭窄 的 条 域 (5.25) 内 ,控制 才 
能 起 作用 ( 即 p 隆 p" ). 由 于 对 于 小 ,一 个 初始 条 件 将 产生 一 条 
混沌 轨 线 ,于 是 ,在 控制 不 变 的 情况 下 ,即使 8 落 和 人 这 个 条 域 ,但 
因为 方程 (5.24) 只 是 (5.20}) 的 线性 近似 , 故 该 控制 可 能 不 会 把 罗 
线 “ 赶 "人 不 动 点 , 罗 线 反而 有 可 能 离开 条 域 ,继续 作 混 沌 游荡 ,就 
像 轨 线 未 受到 控制 一 样 . 由 于 在 混沌 吸引 子 上 的 雪线 是 遍历 的 ,所 
以 在 某 时 刻 罗 线 最 终 会 满足 (5.25) 式 , 且 充 分 地 接近 所 期 望 的 不 
动 点 ， 
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如 在 最 前 面 讨 论 OGY 方法 时 已 提 到 的 那样 ,在 这 一 过 程 中 ， 
这 种 转变 混沌 的 平均 寿命 (zc ) 铂 感 地 取决 于 特殊 软 线 的 初始 条 
件 .如 果 在 吸引 子 流 域 中 随机 地 选择 初始 条 件 ,转变 混沌 寿命 的 分 
布 为 指数 型 : 


pt toriyexp( -ry) (5.27) 


对 于 大 r,《r) 是 转变 混沌 的 特征 寿命 , 称 其 为 达到 控制 的 平均 时 
间 ( 或 平均 寿命 ). 对 于 小 6 情形 ,可 以 对 《rz)? 随 3 的 变化 标 度 进行 
估算 . 

上 述 对 OGY 方法 所 作 的 进一步 讨论 ,其 目的 是 为 了 将 其 推 
广 到 对 混沌 吸引 子 中 的 高 周期 轨 线 的 控制 .假设 我 们 设 稳定 的 局 
期 轨道 的 周期 为 了 ,最 直接 拓 广 方法 是 取 所 研究 映像 的 T 次 选 
代 , 因 为 工 次 选 代 映 像 ,在 千 期 轨 线 上 的 任何 点 都 是 不 动 点 ,这样 
我 们 就 可 以 应 用 上 述 控 制 方法 .不 过 ,此 法 对 虐 声 过 度 敏感 ,对 于 
所 期 望 的 周期 轨 线 的 周期 较 长 的 情形 使 用 也 要 谨慎 : 

假设 周期 轨 线 用 &.; (pp) 表 示 , 这 里 和 ,mr(p)= Enlp). 同 
时 引进 x x n 的 矩阵 A, 与 维 向 量 B,( 维 数 为 n), 这 里 


Ai=Ar= DPF(E,p) 
B=B,r=D,F(E,p) 
且 在 专 = et) 上 计算 偏 导 数 , 下 标 FF 表示 不 动 点 ,下 同 . 
如 同 ($.22) 那 样 进 行 线性 简化 ,我 们 有 
Gi Dr 二 Ai 二 了) 
(5.28) 


假设 周期 雪线 具有 wu 个 不 稳定 特征 值 ( 即 具有 量 级 大 于 1 的 
zt 个 特征 值 ) 及 * 个 稳定 特征 值 , 且 w+s=n. 当 思 王 pp" 时 ,周期 
轨 线 上 的 每 一 点 5&5(p” ) 确 定 了 向 量 (v4i ,ws，… ,vi,:) ,此 向 量 
支 起 线性 的 稳定 子 空间 , 令 
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$= A A 
(j=1,.2,° ,uu—1) 

一 旦 选择 了 向 量 (v. ,wv;;,… ,v;.,) 为 稳定 特征 向 量 , 则 
C=($,B, BBir i hi Be :Bits : Dita.l : itew,2 :iy ws) 
于 是 ,可 控 性 条 件 为 C 是 非 奇 异 的 ,而 所 控制 的 期 望 结 果 为 

pi~p'=- Kl[é-é,(p")] 
其 中 

Kr = kC7 $0 

k 表示 一 个 n 维 列 向 量 , 它 的 第 一 项 为 1 ,其 余 项 均 为 0. 

现 对 (5.28) 选 代 x 次 ,而 得 到 方程 (5.29) 

Gire— Eaurmrlp’ )=B tb — Crtp )] +h,B(p—-p") 
+#2BirC psp t+ Br (pire-t — 户 ”) 
(5.29) 
如 果 我 们 要 求 &,, , 莫 在 通过 ,rtp) 点 的 周期 轨 线 的 线性 化 的 
稳定 流 形 上 . 则 考虑 

上 一 Gurnrtp) = ovisrgt Tt otra tt Grn,s (5.30) 
并 将 此 代 人 (5.29) 而 解 得 p.. 

从 上 可 见 ,在 时 间 i 我 们 能 够 算出 欲 加 在 下 一 个 w 中 的 控制 
参数 户 , pi，…,p;; ,1: 但 是 ,在 有 阳 声 的 情形 下 ,这 么 做 效果 并 
不 一 定好 (假定 u >1) ,因为 它 不 能 保证 在 每 次 选 代 时 对 噪声 的 影 
响 进 行 收 正 .因此 ,我 们 指出 ,在 有 噪声 影响 的 情形 下 ,最 好 的 办 法 
是 在 每 次 选 代 时 通过 (5.29) .(5.30) 两 式 来 计算 控制 参数 户 . 

在 实验 研究 混沌 动力 学 中 ,经 常 应 用 延迟 坐标 来 表示 系统 的 
状态 ,这 种 项 法 有 时 十 分 有 用 .因为 它 仅仅 要 求实 验 中 测 出 一 个 一 
维 时 和 间 序列 并 用 y(t) 表 示 . 

， 269 - 


我 们 在 这 里 将 用 类 似 于 前 面 的 延迟 坐标 法 对 OGY 方法 加 以 
改进 . 
设 延 迟 坐 标 矢量 为 
ZE2)= (yt), y(t — To) ,y(t ~2T0) ,y(t — MTo)) 
这 里 Tu 为 所 选 的 延迟 时 间 ,假设 时 间 变 量 上 是 连续 的 .一 般 地 
说 , 当 M 之 2n 时 , 撤 套 定理 确保 向 量 Z 与 系统 的 状态 在 总 体 上 一 
一 对 应 .实际 上 ,这 里 只 要 求 Z 在 周期 轨 线 附近 的 小 范围 内 是 一 
一 对 应 即 可 ,为 此 只 要 M = nn -1 即 能 达到 要 求 .为 了 得 到 一 个 映 
像 , 我 们 可 以 取 一 个 庞 加 莱 截 面 ,因为 经 常 有 周期 为 人 的 外 部 作 
用 的 影响 ,这 里 可 在 离散 时 间 1, = iT; + t。 上 对 系统 状态 采样 来 
确定 一 个 所 请 “内 频 截 面 " 代 等 谋 加 莱 截 面 ,效果 相同 ,这 样 一 来 ， 
我 们 可 得 到 离散 变 景 2 = Z(z,). 
如 局 上 节 所 讨论 过 的 ,控制 参数 的 变化 不 仅 要 考虑 本 次 选 代 
的 参数 ,而且 要 考虑 前 次 选 代 参 数 的 影响 .例如 ,在 周期 性 作用 的 
情形 中 ,由 于 Z, 的 分 量 为 y(#; -mTp)( 对 于 m=0,1,… ,MM), 所 
以 向 量 Z,, ,不仅 依赖 于 p, ,而 且 取 决 于 在 时 间 间 隔 志 委 扫 训 
-AMTo 内 所 有 有 影响 的 参数 值 .特别 是 , 令 y 为 最 小 整数 使 得 
MT, << rTr ,因此 ,一般 地 ,相关 的 映像 的 通 式 为 
乙 = 下 (2 (5.31) 
对 于 y=1 
Zi = 下 (Zi ,Di pi1) (5.32) 
我 们 现在 来 讨论 如 何 把 “极点 移动 技术 ”应 用 于 延迟 坐标 的 情形 . 
简单 起 见 ,限于 讨论 y=1, 即 (5.32) 情 形 , 且 只 讨论 不 动 点 Zr 的 
控制 问题 . 
对 (5.32) 进 行 线性 化 ,我 们 有 
Ziri Zplp’ )=A[2 -Zr(p +B(p-p") 
+B,tp-1-p")} (5.33) 
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其 中 
A=D.F(z,p,p'),B,=D,F(z,p,p’) 
B,= DF(lz pp ),p-p =p" 
这 些 偏 导数 都 是 在 Z = Zp(p" ) 上 计算 的 . 
为 简单 , 记 


且 引 人 线性 控制 律 
pp =-K [IZ -Zp )) -kh(p .pp ) (5.34) 
把 上 述 一 些 方程 联 立 求解 ,可 得 
Z(tp' )=(A- BR ZE - Z(p’ )] {5.35) 
其 中 


1 


由 于 (5,35) 式 具有 与 (5.24) 相 同 的 形式 ,因此 前 面 关 于 极点 
移动 技术 就 可 以 用 于 具有 延迟 坐标 的 情形 .倘若 要 考 韦 更 广泛 的 
7y>1 的 情形 ,也 可 以 如 法 炮制 ,只 是 中 间 变 换 更 复杂 一 些 , 碰 到 具 
体 问 题 视 控制 效果 再 决定 是 否 采用 更 高 的 修正 . 

用 延迟 坐标 法 处 理 混 沌 控制 的 另 一 种 方法 是 ,把 (5,32) 直 接 
退化 的 Zi = 下 (Zi ,pi) ,然后 应 用 极点 移动 技术 .为 实现 这 种 退 


化 , 令 p, 三 po .又 如 可 以 令 站 =0,; 为 奇数 ,j= 方 i 为 偶数 ,于 


是 作 蔡 换 Zi 一 多 , 疡 一 访 用 于 偶数 i, 然 后 对 (5.32) 进 行 两 次 移 
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代 , 则 有 
= FF(S, popb), Ps po)=F(G,,p) (5.36) 
这 就 是 我 们 所 需 的 形式 . 


$5.2 Henon 映像 OGY 改进 法 的 混沌 控制 举例 


Henon 映像 是 二 维 映像 : 


sz = F(z) 


| 一 | 
3 了 了 
这 里 (x ,y)E R? .我 们 令 参 数 b=0,3 不 变 , 让 a 参数 作为 控制 参 
数 ,让 a 在 额定 值 a。= 1.4 附近 变化 ,因为 eeo=1.4 处 Henon 映 
像 有 一 个 混沌 吸引 子 . 

在 a=ar=1.4 时 ,在 该 混沌 吸引 子 内 包含 一 个 不 稳定 鞍 型 
不 动 点 ,该 不 动 点 就 在 


定义 为 


(5.37) 


-| 


宇 


(orta)| (5.38) 


Xe(a)= -ct+(c+a)j2 ce= 并 (1 的 ,对 于 we 
请 注意 :该 映像 的 偏 导数 的 雅 可 比 和 矩阵 为 

D.F( )-| ?| 

9 


且 由 下 列 特 征 根 方程 决定 不 动 点 的 稳定 性 


(5.39) 


ID.F[lzs(a)] -si|=0 (5.40) 
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人 们 易于 验证 ,对 于 - c<e<3ec: 不 动 点 是 稳定 的 ,而 对 于 
a >3c? 不 动 点 是 不 稳定 的 ,因此 ,对 于 这 里 考虑 的 少 =0.3,a=an 
=1.4, 由 于 c=0.35, 所 以 不 动 点 是 不 稳定 ,我 们 的 任务 就 是 想 把 
它 控制 为 稳定 的 . 

应 用 前 节 的 步骤 ,可 得 


i 


1 -2xs 
c=(8:48)= | 


27X 1 1 

w= | Xr |.r- 

1 0 1 0 
K’”=(a, also» 一 2) (5.41) 


其 中 


a1=2 Xs= (A +a) a= -b=A, 


m= (pt p22) ,0 = pp 
这 里 ,= xp(4ao) ,4, 及 4。 是 矩阵 A 的 特征 什 
i= -zet(zs+6)" 
i= 一 和 rp 一 《2 十 五) 
为 了 更 好 地 阅 明 对 调节 器 极点 或 对 KK” 的 不 同 选择 ,如 图 
5.2 所 示 采 用 了 (aj, as) 平面 表示 .在 该 平面 内 , 画 出 了 临界 稳定 


线 下 本 十 1(L 二 ai + ea, =0) 及 PITA2 =1(e, =1), 由 这 些 线 给 出 了 
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可 稳定 控制 的 三 角形 区 域 . 此 外 ,图 上 还 画 出 了 轴 (&i ,&z) = 下 
如 虚线 所 示 , 通 过 下 面 变 换 它们 与 (a, ez) 的 关系 为 


kl =al— Ak =a— A (5.42) 


5.2 ”Henon 映像 中 调节 器 极 点 的 选择 


图 中 通过 (&,&,) 平 面 原点 的 直线 具有 和 斜率 一 4,, 它 与 a,=0 
的 线 交 于 Q 点 ,其 坐标 为 (a ,ai)= 《一 4,,0). 与 此 点 对 应 的 调节 
器 极点 为 


pi1 =0, pz = 2, (5.43) 
及 矩阵 
K'=1,(1- 2.)=KS (5.44) 
我 们 可 把 乓 ”易于 表 成 极 坐 标 形式 : 
K’=|K’|(cosg ,sing) {5.45) 
让 我 们 来 讨论 在 图 5.3 中 的 稳定 三 角 区 内 ,改变 KK” 的 两 个 
方式 : 


(1) 9 固定 ,| K" | 变化 . 
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(2) | KK" | 固定 ,8 变化 ， 

根据 (5.25) 所 确定 的 控制 条 域 (slab) ,在 (1) 情 形 中 条 域 被 保 
持 在 已 确定 的 一 个 固定 方向 上 ,而 它 的 宽度 按 w = 25/|K’ | 变 
化 .在 (2) 人 情形 中 条 域 的 方向 被 转动 ,而 它 的 宽度 则 固定 在 w = 
28/| Ks| 上 .将 KK” 选 在 9=6o 二 tan'( -4,), 这 种 选择 从 达到 的 
控制 时 间 的 观点 看 是 最 佳 的 , 它 获得 了 wm 的 周期 加 道 的 收敛 率 . 
当然 也 允许 参数 的 最 大 微 扰 $ 有 不 同 的 值 (在 前 面 各 节 中 人 就 是 
SP。.) ,我 们 对 上 述 两 种 情形 再 加 讨论 一 下 . 


Cu) 


图 5.3 对 于 Henon 拷 像 ,理论 计算 所 得 的 达到 的 平均 时 间 的 相对 对 数 lg 5 
与 1K 人 | 及 与 8 之 关系 图 . (4) 固定 K7 lg 7 与 06= atg( KT) 之 关系 ,(b) 轿 定 
a 


9,18Teyo 与 |" | 之 关系 ， 


情况 (1):6 固定 在 96= 9。 ,根据 调节 器 极点 此 情形 可 解析 为 : 
p12 = 4 被 保持 不 变 ,而 允许 jz 在 -1 与 +1 之 间 变 化 ,下 "与 它们 
的 关系 为 
[KEK |=|p 一 四 (LA (5.46) 
对 这 种 情形 ,达到 控制 的 平均 时 间 <t) 随 Ai 的 增加 而 增加 ,不 过 
不 是 很 显著 . 
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情况 (2); | K7 | 被 固定 在 | K |= | Ki = 11 |(L+27)2. 
数值 结果 表明 ,在 6= 66 处 (r+) 有 一 个 明显 的 最 小 值 .对 不 同 的 8 
计算 的 《<r) 都 强烈 地 表现 出 这 个 特点 .因此 可 以 说 ,不 仅 对 于 |K" | 
= | 下 61 而 且 对 于 |K’ | 的 所 有 值 ,达到 控制 的 平均 时 间 《r) 都 在 9 
= 8。 处 存在 一 个 明显 的 最 小 值 .如 图 5.3 所 示 ， 

计算 (<r)》 的 数值 方法 可 以 概述 如 下 . 

从 考虑 随机 初始 条 件 的 混沌 跃迁 寿命 的 分 布 函数 (5.27) 式 出 
发 ,我 们 可 以 求 得 寿命 小 于 某 ,的 混 祁 跃迁 的 分 布 


Orme 二 [i $e)dr=1-exp( -2S ) (5.47) 


则 此 时 混沌 跃迁 的 平均 时 间 ( 寿 命 ) 为 
(Tem) = [or rplr)dr 


T ma T wax 
= [1- +)ep(- 过 ) (5.48) 


联 立 上 述 两 式 , 可 得 所 期 望 的 计算 公式 : 


(ry, 
‘WT Tp Ni p)] (5.49) 


注意 到 当 
p= =1,(r), =(r) 


计算 达到 控制 的 平均 时 间 的 主楼 步骤 如 下 .随机 选择 的 初始 
条 件 取 定 大 数 No , 先 在 无 控 的 映像 下 对 它们 的 每 一 个 初始 条 件 
开始 选 代 , 一 直 和 迭代 到 足够 多 的 次 数 , 使 得 根据 它 的 自然 测度 , 它 
们 的 选 代 结果 全 部 分 布 在 混沌 吸引 子 上 ,这 样 ,我 们 就 对 侠 像 中 的 
混沌 行为 包括 不 动 点 分 布 等 ,有 一 个 比较 清晰 的 了 解 - 其 次 , 按 启 
动 控 制 ,并 确定 使 选 代 的 轨 线 落 人 以 不 动 点 为 中 心 的 小 半径 辆 内 
所 需 的 必要 选 伐 次数 Nj 所 No. 令 r,s 是 碗 代 次 数 ,及 具有 j= 
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1,… ,NN 的 fc,1 是 N 轨 线 落 人 小 圆 所 需 的 次 教 , 于 是 我 们 有 
pr = 对 (r)， = 记号 r (5.50) 


最 后 ,应 用 (5.49) 求 得 (r), 取 N。 二 192,NNj= 121, 这 些 取 值 是 兼 
磊 了 精度 和 计算 时 间 的 较 好 折衷 方案 . 


$5.3 连续 反馈 控制 法 


在 OGY 方 法 及 其 改进 算法 的 控制 策略 中 ,它们 都 只 适用 于 
离散 动力 学 系统 及 连续 系统 的 庞 加 莱 映 像 情 形 . 

同时 ,上 述 诸 法 总 是 要 求 预先 用 计算 机 对 系统 的 混沌 吸 引子 
进行 较 详细 的 分 析 , 弄 清 各 种 不 动 点 的 位 置 ,参数 等 .因为 只 有 这 
样 才 能 有 的 放 矢 地 选择 所 期 望 的 某 个 特定 周期 态 ,进行 对 混沌 的 
离散 控制 ,所 以 上 述 诸 法 在 实际 应 用 中 也 受到 了 限制 ,它们 只 能 稳 
定 那些 特定 的 周期 轨道 , 即 它 们 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 小 于 参数 变化 
之 间 的 时 间 间 隔 的 倒数 ,而且 ,由 于 系统 中 参数 之 间 关 联 很 少 , 变 
化 又 很 小 ,所 以 系统 的 环境 涨 落 噪 声 不 可 避免 地 导致 系统 中 侦 然 
出 现 突变 行为 ,从 而 使 选取 的 某 周 期 轨道 远离 所 期 望 的 周期 轨道. 
对 于 大 噪声 情形 ,这 种 突变 是 经 常 发 生 的 ,这 样 所 要 的 周期 轨道 者 
跑 掉 了 ,因此 ,上 述 诸 法 ,特别 是 DGY 方法 及 其 几 种 改进 方法 的 
有 效 性 范围 受到 了 一 定 限制 . 

为 了 克服 上 述 问题 ,1993 年 德国 学 者 KK. Pyragas 提出 了 对 非 
线性 连续 系统 的 混沌 控制 方法 , 即 自控 制 反 馈 的 连续 控制 法 ,并 有 
两 种 方法 ;一 是 外 力 反 馈 控 制 法 ,二 是 延迟 反馈 控制 法 ,后 一 方法 
已 经 用 他 们 设计 的 电子 线路 进行 了 成 功 的 验证 ,前 者 和 后 者 在 数 
值 研究 中 都 显示 了 很 大 的 优越 性 , 现 予 以 分 别 简介 . 

这 两 种 自 反馈 控制 法 的 基本 思想 是 ,考虑 非 线性 混 汪 系 统 的 
输出 信号 与 输 和 信和 号 之 间 的 自 反 馈 耦 合 ,或 者 从 系统 外 部 强迫 输 
人 一 定 的 周期 信号 ,或 者 直接 把 系统 本 身 的 输出 信号 取出 一 部 分 
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但 经 过 时 间 延 述 后 再 反馈 到 混沌 系统 中 去 ,作为 控制 信号 ,通过 调 
节 控 制 信号 的 大 小 及 权重 因子 (控制 因子 ), 来 达到 稳定 所 期 望 的 
周期 信号 .这 两 种 方法 都 可 实现 对 混沌 吸引 子 的 连续 控制 ,并 使 不 
稳定 周期 稳定 化 ,两 法 的 原理 图 如 图 5.4 所 示 . 


站 B 
(a) 外 力 反 镇 控制 法 (b) 县 汉 反 局 控制 技 


图 5.4 两 种 自控 制 反 局 控 制 法 的 杀 章 图 


$5.3.1 外 力 反 局 控制 法 


假设 非 线性 连续 系统 的 动力 学 可 以 由 一 个 非 线性 常 微分 方程 
《组 ) 来 描述 ,但 是 这 个 方程 可 以 预先 不 知道 , 即 预先 不 要 求知 道 所 
控制 系统 的 具体 动力 学 模型 .但 是 ,从 实验 上 可 以 测 得 系统 的 某 个 
输出 量 .外 力 反 馈 控 制 法 的 特点 就 是 ,从 系统 外 部 注 人 一 个 强迫 信 
号 ,用 以 与 系统 的 输出 量 比 较 ,并 给 出 控制 信号 作为 对 系统 的 一 种 
徽 挽 ,其 前 提 是 ,无 徽 扰 时 的 系统 (或 无 控 系 统 ) 必 须 存 在 混沌 奇怪 
吸引 子 , 只 有 这 样 才能 提供 可 挖 的 无 穷 多 的 周期 轨 线 或 非 周期 轨 
线 . 嵌 套 技术 (或 艇 套 定 理 ) 已 经 证 明 : 利 用 延迟 坐标 的 标准 方法 ， 
可 以 从 奇怪 吸引 子 内 大 量 的 不 同 周期 的 不 稳定 轨 线 中 提取 一 个 标 
量 信号 , 即 可 以 从 实验 测 得 的 时 间 延 迟 的 时 间 序 列 数据 中 确定 各 
种 不 同 的 周期 信号 ,它们 相应 于 不 同 的 不 稳定 局 期 态 ,如 前 面 所 述 
及 利用 延迟 坐标 法 分 析 系统 的 各 个 不 动 点 一 样 ,有 了 实验 数据 的 
分 析 之 后 ,再 把 欲 控 制 的 信号 与 外 部 输入 信号 适当 匹配 ,通过 调节 
外 力 微 扰 量 , 则 能 达到 控制 目的 . 

通常 描述 系统 的 非 线 性 常 微分 方程 (组 ) 为 
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人 F(z), 
(5.51) 


t= ply,x) 


其 中 y 为 输出 量 , 矢 量 x 描述 系统 的 其 余 变 量 , 它 们 或 者 是 测 不 
到 的 变量 或 者 是 令 人 不 感 兴趣 的 变量 ,为 简单 起 见 ,我 们 假设 只 对 
上 述 第 一 个 方程 右边 加 人 控制 信号 下 (1) ,也 称 微 扰 量 .当然 ,在 下 
=0 时 系统 具有 混沌 奇怪 吸引 子 , 从 实验 上 测 得 具有 多 种 周期 的 
信号 ,形式 为 y= y(t) ,y(t+ T,)= y, ,相应 于 不 同 的 UPO, 这 里 
T; 为 第 i 个 的 UPO 周期 .我 们 验证 了 这 些 周期 轨道 之 后 ,根据 我 
们 的 需要 和 兴趣 ,可 以 选择 其 中 某 个 周期 轨道 {信和 号). 为 了 达到 这 
个 目标 ,我 们 必须 设计 一 个 特殊 外 部 振 范 咽 { 即 特殊 周期 信和 号 发 生 
器 ) ,原则 上 混沌 系统 中 我 们 所 要 的 各 种 周期 信号 都 能 由 特殊 信和 号 
发 生 器 来 产生 ,或 者 它 产生 的 信号 正比 于 y, (+), 然后 ,把 信号 y 
(£) 与 输出 信和 号 y(t) 之 差 D(1) = y(t) y(t) 作为 一 个 控制 信 
号 , 即 


F(i)= K[y (2) -yy(1)]= KD(t) (5.52) 


这 里 KK 为 一 个 实验 上 调节 的 微 扰 的 权重 因子 ,可 称 为 控制 因子 . 
该 微 扰 必须 引 人 系 统 输 入 作为 一 个 负 反 人 馈 (K<0) 信 和 号 .对 于 许多 
物理 系统 ,这 样 的 一 种 反馈 的 实验 易于 实现 ,(5.52) 式 微 扰 的 重要 
特点 是 , 它 并 不 改变 方程 (5,51) 的 相应 于 UPO,y(t) = y(t) 的 
解 ,适当 调节 K 即 可 达到 稳定 控制 之 目的 , 当 这 个 稳 态 达到 时 , 输 
出 信和 号 y(z) 就 非常 接近 yw (t) ,内 为 微 扰 就 变 得 非常 小 .从 这 点 上 
看 ,如 同 OGY 方法 一 样 ,此 法 也 是 利用 一 个 小 外 力 来 稳定 UPO， 
这 里 化 外 部 信和 号 微 扰 , 而 OGY 方法 是 舍 系 统 参数 微 扰 ,达到 异 曲 
同 工 的 效果 . 

不 过 ,请 注意 ,外 力 反馈 法 与 OGY 方法 有 一 个 显著 不 同 , 即 
OGY 方法 在 控制 过 程 中 只 能 在 系统 的 状态 (办 线 ) 接 近 不 动 点 附 
近 才 加 上 微 扰 ,否则 微 扰 没有 用 ,因为 OGY 方法 的 控制 律 就 是 基 
于 在 所 期 望 的 不 动 点 附近 的 线性 近似 ,所 以 凡是 远离 不 动 点 的 微 
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扰 根 本 无 效 ,但 是 ,外 力 反馈 法 则 不 同 , 它 无 需 等 待 轨 线 接近 不 动 
点 ,而 可 以 在 任意 时 刻 加 入微 扰 起 控制 作用 .例如 ,甚至 初始 条 件 
远离 周期 轨道 (不 动 点 ) 时 ,也 能 使 系统 与 外 部 振 萝 器 同步 ,允许 初 
微 扰 比较 大 , 当然 ,我 们 并 不 希望 对 所 有 受 控 的 动力 学 系统 都 是 这 
样 , 因 为 对 于 更 复杂 局 期 驱动 的 动力 学 系统 ,这 样 做 的 结果 是 ,被 
稳定 的 UPO 可 能 属于 不 同 初始 条 件 的 区 域 ,从 而 有 多 重 稳定 解 ， 
这 就 不 是 惟一 的 控制 结果 了 ,这 有 是 人 们 所 不 期 望 的 情形 . 对 于 一 般 
实验 来 说 ,也 不 期 望 有 较 大 的 初始 微 扰 . 

为 了 战胜 多 重 稳 态 解 , 在 许多 情形 下 可 以 通过 限制 微 扰 的 办 
法 , 即 开 窗口 的 办 法 来 解决 ,这 点 在 OPF 技术 中 已 述 及 ,只 要 在 反 
馈线 路 中 引入 一 些 非 线性 元 件 则 可 做 到 微 扰 限制 , 即 对 大 偏差 DD 
可 以 达到 微 扰 饱 和 ,这 种 限制 微 扰 可 表示 为 


—F, KD F, 
F(2)=4KD(t), -Fo<KD(I)<FE (5.53) 
一 后， KD>F, 


Fo>0 是 答 扰 的 饱和 值 , 也 就 是 最 大 微 扰 量 ,或 允许 窗口 宽 
度 .虽然 (5.52) 和 (5,53) 两 种 微 扰 方式 都 可 以 达到 稳定 UPO ,但 
是 (5.53) 式 能 有 效 地 消除 多 重 性 问题 ， 

应 当 指 出 ,倘若 (5.51) 式 是 一 组 方程 组 ,具有 多 个 感 兴趣 的 变 
量 ,外 力 反 馈 法 并 不 限于 只 对 革 一 个 变量 加 一 个 徽 扰 量 ,可 以 对 多 
个 变量 分 别 给 予 微 拢 信号 ,当然 可 以 是 全 部 变量 各 自 加 微 扰 量 ,也 
可 以 部 分 变量 各 加 以 徽 拢 量 , 这 要 视 控制 效果 而 定 ,而 且 对 不 同 变 
量 的 微 扰 往往 控制 效果 各 不 一 样 ,有 的 变量 微 扰 控制 效果 最 好 ,有 
的 则 差 ,甚至 不 起 控制 作用 .这 样 ,我 们 就 要 对 其 多 变量 徽 扰 后 的 
方程 组 进行 线性 化 稳定 性 分 析 , 当然 是 考察 它们 的 李 雅 普 诺 夫 指 
数 数值 (或 特征 值 )4,, 当 ) 都 小 于 零 时 ,才能 控制 稳定 住所 有 变 
量 的 所 期 望 的 周期 轨道 ,2, 部 分 小 于 零 , 则 部 分 稳定 ,凡是 4 大 于 
零 的 UPO 当然 就 控制 不 住 了 ,因此 从 本 质 上 看 是 4 的 变化 . 
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Pyragas 已 经 对 许多 典型 的 非 线 性 系统 用 上 法 进行 了 混沌 控 
制 研 究 ,如 Rossler 系统 、Lorenz 及 Duffing 系统 等 ,都 取得 了 满意 
的 控制 效果 .为 了 分 析 系 统 的 局 域 稳定 性 ,他 们 也 计算 了 UPO 的 
最 大 李 雅 普 诺 夫 指 数 , 图 5.5 给 出 了 李 雅 普 诺 夫 指 数 4 与 微 扰 权 
重 K 的 关系 曲线 ,4(&) 的 负 什 确定 相应 于 被 稳定 的 UPO 的 下 值 
范围 ,周期 -1 的 UPO 稳定 在 一 个 有 限 间隔 K=[ Ki ,下 ,ww ] 内 ， 
但 是 周期 -2 的 UPO 有 一 个 有 限 的 区 域 K= [KK ,%] 的 稳定 范 
围 .这 里 上 和 天 .定义 了 稳定 性 的 阐 值 (天 ) = 1K 一 0. 两 
条 轨道 的 李 雅 普 诺 夫 指数 A(K ) 都 在 反 = 天。 处 有 一 个 最 小 值 ,这 
表明 在 并。 处 达到 最 佳 稳定 控制 .注意 到 :对 于 K >0 的 所 有 和 值 ， 
微 扰 都 可 以 使 初始 系统 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 减 少 ,但 是 并 不 是 所 有 
的 天 值 ,都 能 做 到 通过 微 拢 足以 把 和 变 号 ,存在 稳定 的 最 小 闪 值 
可 以 这 样 来 理解 ,被 扰 的 权重 下 必须 是 充分 地 大 以 补偿 轨道 接近 
UPO 的 发 散 ,K 太 大 导致 控制 畸变 ,这 与 微 扰 只 干扰 一 个 变量 的 
事实 有 关 . 对 于 大 天 值 情形 ,这 个 变量 的 变化 是 很 快 的 ,而 其 余 变 
量 来 不 及 跟 上 这 些 变 化 .这 些 分 析 君 法 已 被 多 变量 控制 所 证 实 , 当 
考虑 多 变量 控制 之 后 ,就 出 现 了 4(K) 都 随 KK 增加 而 单调 减少 的 
特性 ， 
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5.5 李 雅 普 诺 夫 指数 1 与 微 扰 权重 之 条 的 关系 
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现在 ,我 们 指出 ,外力 反馈 法 在 实验 中 应 用 时 可 以 分 为 二 个 步 
节 进 行 ,第 一 步 是 预备 阶段 ,研究 好 混沌 系统 的 输出 信号 特性 ,如 
周期 态 的 各 种 情形 ,然后 应 当 设计 研制 能 产生 周期 信号 正比 于 y 
《z) 的 专门 振荡 器 , 即 信号 发 生 器 .第 二 步 采 用 图 5.4(a) 所 示 方 案 
《如 上 已 述 ) 去 实现 所 需要 的 混沌 控制 , 即 此 法 中 的 控制 功能 是 由 
外 部 振 落 器 的 信和 号 与 输出 信号 的 差 值 反 馈 到 系统 来 实现 的 . 

无 疑 , 外 力 反馈 法 的 缺点 就 是 ,需要 专门 设计 一 个 特殊 的 外 部 
信号 发 生 器 ,这 在 技术 上 要 求 较 高 , 朋 有 一 定 的 难度 . 


5.3.2 延迟 反馈 控制 法 


为 了 避免 外 力 反 局 法 必须 专门 设计 研制 特殊 振荡 器 的 技术 困 
难 , 同 时 提出 了 延迟 反馈 控制 法 .此 法 很 简单 ,其 主要 思想 是 巧妙 
地 利用 系统 本 身 的 输出 信和 号 的 一 部 分 并 经 时 间 延 迟 后 ,再 与 康 来 
输出 信号 相差 ,作为 控制 信号 反馈 到 系统 中 去 , 即 此 法 的 微 扰 形式 
为 


FP(2)= K[y(t— 7)— y(t)]= KD(G) 


即 以 y(z -7z) 取 代 外 部 输入 信号 y,(z) ,rz 为 延迟 时 间 ,其 他 做 法 
完全 与 上 述 讨论 的 类 似 .不 过 ,这 里 的 延迟 时 间 r 应 选取 与 所 需 
的 某 个 不 稳定 周期 时 间 相 同 ,通过 调节 K 及 DD(i), 可 以 达到 上 法 
的 相同 控制 效果 , 当 y(z 一 5)= y(t), 则 F(z)=0, 可 见 这 种 微 拢 
也 并 不 改变 系统 原来 的 解 . 

Pyaragas 已 经 应 用 延迟 反 局 法 ,首先 从 理论 上 研究 了 几 个 典 
型 的 非 线 性 系统 的 混沌 控制 ,诸如 Rossler 系统 .Lorenz 系统 及 
Duffing 系统 ,实现 了 对 低 周期 轨道 的 稳定 控制 . 

Pyragas 和 Tamasevicins 为 了 验证 延 坟 反馈 法 ,已 经 设计 了 一 
个 电子 线路 作 了 实验 , 见 图 5.6. 该 实验 电子 线路 的 特点 是 ,简单 
易 做 ,混沌 系统 为 一 个 外 部 周期 驱动 的 非 线性 振 划 器 ,主要 由 具有 
负 阻 的 隧道 二 极 管 ( 非 线性 元 件 ) 及 电感 器 等 组 成 .线路 的 参数 如 
下 : 工 = 17.4xH, C= 510pF, R = 5.1kn, 外 部 驱动 频率 f= 
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5.6 用 于 实验 验证 延 妇 反馈 法 设计 的 电子 线路 


3.8MHz, 驱 动 幅度 A 可 变 , 最 大 值 为 3V ,交流 偏 压 为 U 小 于 
70mV ,采用 错 陪 道 二 极 管 ,峰值 电流 为 1, = 1.5mA, 峰 值 电 压 UU， 
=67mA. 

可 以 用 下 列 方程 描述 该 振荡 器 的 动力 学 性 质 : 


人 


(5,54) 
y=—zrx-bN(y)-dytasinwt + F(y,c) 
在 无 控 下 ,FIt) =0, 上 述 无 量 纲 变量 和 参数 为 
z=21/U,, Y=U/U, ,t=1/T, 
F=21./U,,Z=VL7C,T,=VIC 
(5.55) 


a= ZA/(RU,),b= 21,/U,,c= U,/U, 
d=2/(RI|R.),W=2rf,T,, T=2rx/w 
这 里 U, 为 电容 器 两 端 电 压 , 了 为 通过 电感 的 电流 ,I 为 控制 电 
流 ,Rec 为 负 阻 电阻. 隧道 二 极 管 的 归 一 化 电流 一 一 电压 特性 为 
N(y)= |y expfa(l— y)] + Blexply)—1]1/{1+ Blexp(1) —11| 
(5.56) 
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其 中 a=1.7,8=0.001. 

为 了 实现 延迟 反馈 控制 ， 设计 了 特殊 模拟 电子 线路 作为 控制 
器 ,主要 参数 为 :RR, =1.3k0, 民 ,= 2600 ,延迟 线 的 波 阻 Z, = 2600 
(R, = 2Z,). 可 变 蜡 旋 延 迟 线 的 最 大 延迟 时 间 为 z = 600ns( 一 个 方 
向 ) ,在 短路 连接 双向 下 r。. = 1200ns. 三 极 管 电导 S= 11mA/V， 
反馈 控制 信号 为 


Fly,r)=K[y(t—r)— y(t)] 
K = hpS2, ,r= T/T, (5.57) 


其 中 
P=(R, | ZAR,+ R, | 2,) 


由 分 压 器 Rs 引起 的 附加 分 流 系 数 h<<1, Tv 为 可 调 的 双向 延迟 时 
间 

利用 图 5.6 的 实验 实现 了 对 不 稳定 周期 的 稳定 控制 ,这 里 关 
键 的 是 有 一 个 可 调 的 延迟 线 满足 对 不 同 周期 的 时 间 延 迟 要 求 ,类 
似 实验 也 证 实 了 这 点 ,所 以 对 范围 广泛 的 延迟 时 间 内 可 调 的 延迟 
线 或 延迟 器 的 研制 是 本 法 的 主要 技术 难题 ,一 旦 延迟 线 ( 器 ) 得 以 
解决 ,实验 控制 混沌 问题 便 迎 为 而 解 ,自前 实验 上 用 时 间 延 迟 反 馈 
法 可 实现 对 周期 5 的 稳定 控制 ,图 5.7 给 出 了 该 法 实验 结果 ,用 功 
率 谱 表示 ,其 特点 是 : 

当 外 部 驱动 幅度 A =2.5V 时 ,(a) 未 控制 前 的 混沌 态 功率 
谱 ,(b) 受 控 后 的 周期 5 功率 谱 ,(c) 受 控 后 的 周期 2 功率 谱 . 


~ 


Cb) 


图 5,7 对 图 5.6 实 验 线路 用 延 进 反 局 层 的 控制 结果 (功率 谱 图 ) 
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(a) 无 控 时 振 葛 器 处 于 混沌 态 , 具 有 宽广 的 功率 谱 ,(b) (cec) 在 
受 控 后 分 别 获得 对 周期 5 及 2 的 稳定 控制 ,它们 的 功率 谱 对 应 于 
所 期 望 的 周期 对 应 的 尖峰 ,其 位 置 与 f/m 的 最 低频 率 的 周期 相 
对 应 ,这 里 六 .为 外 部 周期 信号 的 驱动 频率 ,ma 为 受 控 的 周期 数 ， 
这 些 结果 与 理论 上 相符 合 . 

届 知 林 等 人 对 上 述 连 续 反 馈 ! 法 在 多 变量 情形 作 了 补充 研究 ， 
并 用 Lorenz 及 Duffing 系统 分 别 作 了 数值 计算 表明 :在 多 维 动力 
学 系统 中 只 对 一 个 变量 进行 反馈 控制 是 不 充分 的 .在 一 些 情形 下 ， 
酰 实现 对 多 维系 统 的 混沌 的 连续 反馈 控制 必须 用 一 个 以 上 的 变 基 
才 是 有 效 的 .因此 ,在 应 用 连续 反馈 控制 法 时 ,对 具体 问题 要 基体 
分 析 ,村 从 不 同 周期 稳定 控制 所 能 达到 的 李 雅 普 诺 夫 指数 的 稳定 
范围 内 ,去 寻求 有 效 的 控制 .我 们 将 会 进一步 看 到 ,上 述 连 续 反 馈 
控制 法 是 相当 简便 有 效 的 , 它 可 以 拓 广 应 用 到 混沌 同步 , 即 对 非 霹 
期 轨道 的 稳定 控制 中 .最 后 ,Kittel,Parisi 与 Pyragas 进一步 采用 自 
适应 延迟 时 间 实 现 了 对 混沌 的 延迟 反馈 控制 ,这 样 可 以 达到 控制 
任 一 所 需 的 周期 轨道 ， 

与 OGY 控制 策略 相 比 ,这 种 控制 可 在 任何 时 刻 启 动 且 不 需 
局 部 线性 化 ,但 控制 强度 向 量 的 选取 比较 困难 .人 馆 今 该 方法 的 成 功 
与 失败 皆 有 报道 . 


$5.4 ”系统 变量 的 脉冲 反馈 法 


OGY 方法 及 其 改进 方法 ,连续 反馈 控制 法 等 混沌 控制 方法 ， 
都 是 对 系统 的 参数 进行 时 间 微 扰 反 局, 达到 控制 某 些 不 稳定 的 周 
期 轨道 的 目的 .这 就 要 求 找到 一 个 合适 的 系统 参数 可 以 进行 微 扰 
调整 .但 实际 上 并 非 所 有 的 非 线 性 系统 都 可 以 找到 可 调 的 合适 参 
数 ,事实 上 ,实际 中 的 好 多 系统 很 难 找到 它们 的 合适 的 可 调 参 数 ， 

Guemez 及 Matias 提出 的 正比 于 系统 变量 的 脉冲 反馈 控制 法 
可 以 适当 地 改变 系统 变量 来 达到 控制 混沌 的 目的 . 

1993 年 他 们 将 系统 变量 脉冲 反馈 法 (简称 PPSV}) 应 用 于 
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逻辑 斯 亡 映 像 : 
Tari = 4Ar, (1— x,) (5.58) 


其 控制 算法 可 以 概述 如 下 ,从 = 次 选 代 开始 ,每 隔 x 次 选 代 ,把 正 
比 于 系统 变量 的 下 列 形式 


Xa = x (1l+7) (5.59) 


反馈 到 系统 中 去 , 它 有 两 个 控制 参数 ,一 是 脉冲 间隔 An ,二 是 反 
馈 系 数 y, 即 反馈 很 冲 强度 ,y 可 以 取 正 值 或 负 值 .适当 地 选择 Az 
及 7 值 可 以 实现 对 逻辑 斯 诺 映 像 中 的 不 稳定 周期 轨道 的 稳定 有 效 
控制 . 

对 于 人 逻辑 斯 说 映像 , 当 4 =1.0, 取 控制 参数 y= -0.396 及 
An=4, 则 系统 的 混 泄 态 受 控 后 ,得 到 周期 1 的 稳定 轨道 ;而 当 4 
=0.9, 取 y=0.5 及 An=5 时 , 则 得 到 周期 3 的 稳定 罗 道 .通常 施 
以 此 法 控制 的 头 几 个 脉冲 内 ,系统 并 不 马上 变 成 所 需 的 周期 态 , 有 
一 般 短 暂 的 过 渡 ,然后 逐渐 进 人 稳定 的 周期 态 ,通常 达到 稳定 控制 
所 需要 的 选 代 次 数 并 不 多 ,但 为 了 保证 收 伍 和 有 效 稳定 起 见 ,他 们 
选 我 到 3 万 次 ， 

同时 应 用 PPSYV 方法 对 二 维 离散 映像 - Burgers 映像 进行 混 
沌 控制 : 


frl = (1— vu)z, 一 多 
(5.60) 
Yat1 = (1+ pt x ) yy, 
这 时 ,控制 算法 是 以 下 列 形 式 在 每 出 An 迭代 时 分 别 修 收工 各»: 
Ea = x (1+ ¥1) 
| (5.61) 
3 =y,(l+ 72 》 


这 里 7 和 ys 分 别 表 示 对 zx 和 > 施加 的 脉冲 强度 ,yt 和 7, 可 以 
取 不 同 值 .简单 起 见 可 取 y, = 7 = 7, 也 可 以 达到 控制 效果 . 
无 疑 , 对 于 xn 维 离散 系统 ,可 以 以 此 类 推 ,原则 上 可 以 有 个 
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脉冲 强度 ,分 别 控制 系统 的 各 变量 .简单 起 见 , 仍 可 以 取 所 有 的 脉 
冲 强度 都 是 一 样 的 ,适当 调整 An 和 ?7 也 能 实现 混沌 控制 .我 们 在 
第 三 部 分 中 讨论 复数 将 仑 兹 - 哈 旨 系统 时 ,涉及 四 个 变量 , 亦 采 用 
相同 的 脉冲 强度 因子 ,实现 了 对 超 混 沌 的 有 效 稳定 控制 . 
对 于 Burgers 映像 (5.60), 应 用 (5.61) 控 制 后 的 一 些 结果 如 
下 :(1) 对 于 w=1 及 p=0.72,(a)An=8 及 7Y= 一 0.045, 得 到 稳 
定 的 周期 8. (bjAn =9 及 y= -0.025, 则 得 到 稳定 的 周期 9. (2) 
对 于 v=1 及 p= -0.72, 当 An=1 及 7y= -0.04 时 , 则 得 到 稳定 
的 准 周期 . 
PPSYV 方法 同样 适用 于 非 线性 连续 系统 中 的 混沌 控制 . Matias 
与 Guemez 已 用 此 法 成 功 地 实现 了 对 三 变量 自 催化 系统 及 实数 
Lorenz 系 统 的 混沌 控制 . 例如 ,对 前 者 的 控制 结果 如 下 : 当 取 系统 
参数 上 =10,3=0.02,c=0.005 及 y=0.154 时 ,积分 步 长 取 At 
=0.00005 ,控制 对 数 An =100,7= -0.02, 在 上 =2 之 后 注 人 肪 
冲 控制 , 则 系统 从 混沌 态 经 受 控 后 得 到 稳定 的 周期 1 ,而 在 相同 上 
述 参 数 下 ,改变 控制 参数 7 = -0.006, 则 得 到 稳定 的 周期 2. 但 
是 , 当 y=0.006 时 , 却 得 稳定 的 周期 1. 当然 ,选择 不 同 的 y 和 
An 可 以 得 到 丰富 的 新 的 动力 学 行为 . 
对 于 Lorenz 系 统 ; 
这 一 -gao(r-y) 
y=(p- zr-—y (5.62) 
z = 29 一 应 
我 们 知道 ,对 于 8= 8[3,o = 10,p =28,Lorenz 系 统 出 现 “ 蝴 螺 效 
应 ", 它 有 两 个 不 稳定 不 动 点 , 轨 线 围绕 两 个 不 动 点 随机 跳动 ,形成 
螺旋 状 , 恰 像 两 个 蝴蝶 的 翅膀 . 令 人 感 兴趣 的 是 ,应 用 PPSV 方法 ， 
可 以 稳定 住 其 中 一 个 不 动 点 ,例如 控制 参数 取 7 = -0.02,An = 
100 ,积分 步 长 为 0.00005, 则 达到 稳定 住 Lorenz 系 统 中 的 不 动 点 . 
对 于 一 个 混沌 控制 方法 , 抗 噪声 干扰 的 能 力 是 很 重要 的 问题 . 
Matias 和 Guemez 对 PPSYV 方法 的 嗓 声 影响 作 了 初步 研究 , 他们 
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先 考 囊 具 有 以 下 形式 的 多 重 的 咯 声 情形 ， 
z=z+o[0,1] Tx, (5.63) 


即 在 每 积分 一 步 都 存在 这 种 曲 声 影响 ,这 里 a[0,1] 为 具有 平均 值 
为 零 和 宽度 为 1 的 高 斯 分 布 的 随机 变量 ,T 为 噪声 强度 ,最 大 人 允许 
的 工 值 与 脉冲 宽度 荆 有 一 定 关系 ,研究 结果 表明 : 当 T=0.001 
时 , 白 噪声 的 影响 较 小 ,但 是 当 卫 =0.002 时 ,附加 只 声效 应 对 三 
变量 自 催 化 系统 的 影响 就 很 明显 .特别 是 当 受 控 的 周期 态 幅度 较 
小 时 ,影响 不 能 忽略 ,而且 是 很 重要 的 . 因为 这 时 小 扰动 就 会 导致 
相 邻 周期 态 的 转变 ,从 而 难以 达到 对 某 个 所 需 周 期 轨道 的 稳定 有 
效 控制 .因此 ,在 实际 应 用 中 对 系统 的 外 部 噪声 应 加 以 适当 的 腿 
制 . 

总 的 说 ,PPSYV 方法 的 策略 是 通过 只 改变 系统 的 变量 而 不 改 
变 系 统 参 数 来 达到 控制 混沌 ,由 此 受 控 所 获得 的 新 的 所 需 的 动力 
学 行为 主要 取决 于 控制 参数 :脉冲 时 间 间 隔 Az 及 脉冲 强度 yi. 当 
系统 具有 i 维 时 ,x, 可 以 有 i 个 进行 调控 ,不 过 可 以 灵活 掌握 , 简 
单 地 取 所 有 相同 的 y 或 = 个 不 同 的 7, 视 具体 系统 及 不 同情 形 而 
定 . 因 此 该 法 具有 很 大 的 灵活 性 和 优越 性 . 它 非常 适用 于 一 类 难以 
找到 合适 的 可 调 系统 参数 的 一 类 系统 ,例如 由 非 线性 效应 所 驱动 
的 一 类 复杂 系统 , 当 考虑 正 反 馈 时 ,可 观察 到 确定 性 混沌 .这 种 复 
杂 系 统 能 提供 可 以 稳定 无 穷 多 个 不 稳定 周期 态 的 方法 . 应 用 系统 
变量 的 脉 溃 反馈 法 ,可 以 采用 一 些 分 段 脉 冲 注 人 以 改变 适当 的 关 
键 的 宏观 经 济 变量 来 实现 经 济 系统 的 控制 . 

OGY 方 法 及 其 改进 方法 对 于 从 准 周期 通 向 混沌 的 系统 还 无 
法 进行 混沌 控制 ,而 PPSV 方法 则 可 应 用 于 该 类 系统 ,因为 PPSV 
方法 不 要 求 具有 一 个 鞍 型 特性 的 不 稳定 轨道 , 即 不 要 求 具有 一 个 
稳定 的 流 形 便 能 抑制 混沌 PPSV 方法 对 于 当 系 统 变 量 的 徽 扰 很 小 
时 , 它 仍 能 展示 出 与 原来 系统 的 相同 类 型 的 动力 学 行为 ,因此 其 具 
有 很 大 的 应 用 潜力 . 
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$5.5 系统 的 线性 反馈 控制 方法 


我 们 以 Chua 线路 为 例 ,阐明 线性 反馈 控制 法 . 设 对 于 一 个 给 
定 参数 值 Chua 线路 的 任意 解 为 (zf(t),7(t),z(t)) ,其 可 为 一 个 
不 稳定 周期 轨道 等 , 欲 控制 的 实质 系统 轨迹 的 目标 是 这 样 的 ,对 于 
任意 给 定 的 =>0, 存 在 T. >zi ,对 于 所 有 :之 工 , 只 要 |zft 一 工 
(2 | 二 ,| y(t) 一 y(t) | 二 6 及 [z(t1) 一 z(t)| 志 6, 使 其 满足 下 述 
混沌 控制 目标 . 

定理 5.1 设 (z(i),y(#) ,z(t)) 为 Chua 线路 的 不 稳定 极限 
环 , 则 可 通过 下 列 形式 的 线性 反馈 控制 


tl! 二 一 下 0 0 0jrzr-z 
Wz | 二 一 上 大 y—y = 一 |0 大 2 0 y—y (5.64) 
Ws 民 一 区 0 0 之 一 之 


把 Chua 线路 的 混沌 轨道 驱动 而 达到 这 个 极限 环 , 只 要 满足 
下 列 条 件 : | 


0< Gh GI (5.65) 
受 控 线路 的 方程 组 为 

+=aly-z- g(x)] 

J=x-ytzr— kz(y—y) (5.66) 

= py 


其 中 g 是 具有 分 段 线 性 特征 的 电压 与 受 控 电 阻 之 特性 的 非 线性 
函数 ,G。 各 分 别 为 分 暇 线性 的 内 和 斜率 和 外 斜率 .该 控制 方案 的 
方块 图 示 于 图 5.8 中 . 
这 种 线性 反馈 控制 法 具有 下 列 特点 : 
* 289 : 


5.8 利用 经 典 的 线性 控 侧 器 对 一 混沌 系统 
实现 反馈 控制 的 方块 示意 力 


《1) 这 是 一 种 反馈 控制 法 , 它 可 以 用 于 对 原 方程 (系统 ) 中 任意 
解 的 目标 控制 ,诸如 不 动 点 ,不 稳定 周期 轨道 等 目标 的 控制 ， 

(2) 该 控制 器 结构 简单 ,易于 制造 . 

(3) 它 不 受 小 参数 变化 的 影响 ,具有 抗 干扰 特性 . 

(4) 对 于 存在 许多 系统 变量 相互 作用 的 一 些 实 际 系统 ,该 法 的 
应 用 有 一 定 的 困难 .因此 ,要 进一步 从 工程 应 用 角度 作 进 一 步 的 改 
进 . 

Liu,Barbora 和 Leife 应 用 直接 信号 反馈 在 具有 饱和 吸收 器 的 
激光 系统 上 实现 了 对 混沌 的 稳定 控制 .他 们 考 趾 了 具有 SFs + CO: 
的 腔 型 激光 系统 ,该 系统 可 用 下 列 比率 方程 组 描述 ; 


I=I(U-W-1) 


U=efv-UG+D] 
. (5.67) 
V=e[ldi+bU-1) 
W =e,[d, — W(1— al)i 
这 里 了 为 激光 强度 ,U 为 增益 介质 中 的 粒子 数 反 转 , V 为 增益 的 
三 能 级 模型 辜 合 唉 迁 中 的 粒子 数 之 和 , 殉 为 饱和 吸收 器 的 粒子 数 
差 值 .系数 ef 和 e: 描述 粒子 的 变化 率 ,d， 和 d, 分 别 表 示 无 振荡 
时 增益 的 和 吸收 和 平衡 粒子 数 ,而 a 和 尹 分 别 给 出 由 于 吸收 器 及 
增益 介质 中 的 吸收 和 受 激发 射 的 粒子 饱和 数 .在 一 定 参数 下 ,通过 
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数值 求解 比率 方程 组 ,不 难 发 现 混沌 运动 . 
采用 直接 信号 反馈 控制 ,就 是 在 上 述 激光 强度 方程 中 加 人 激 
光 强 度 反 馈 项 , 即 


1I=I(U-W-1)+CI (5.68) 


这 里 C 为 直接 反馈 系数 . 
为 了 把 数值 模拟 结果 与 实验 进行 密切 比较 ,已 利用 激光 失 谐 
作为 控制 参数 ,从 数值 计算 上 , 它 把 频率 w 包含 在 d, 及 d, 中 , 即 


du 


dy 


(5.69) 
过 二 dw 
2 1—(w/r,) 


当选 择 中 心 频率 为 0 时 ,o 为 激光 失 谐 , T, 及 T, 分 别 表示 
增益 和 吸收 蜂 型 的 宽度 . 易 知 在 下 列 参 数 下 无 反馈 控制 的 激光 系 
统 处 于 混沌 态 ,el =0.137,e, =1.60,5=0.85,a = 4,17, di = 
1.99677,d», = 2.17816, PP = 150MHz, T, = 190MHz, w = 0 ~ 
20MHz ,一旦 加 上 反馈 控制 后 ,例如 C=0.06,w=7.7MHz, 则 激 
光 系 统 从 混沌 态 立 即 转变 为 稳定 的 周期 态 1. 从 实验 上 可 以 调节 
第 二 反射 镜 与 输出 反射 镜 之 间 的 距离 ,从 10 变 到 20 厘米 以 达到 
控制 ,这样 ,只 需 激 光 输 出 信号 的 6% 反馈 就 实现 了 有 效 控制 .在 
不 司 的 反馈 系统 (强度 )C 下 ,可 以 研究 激光 系统 的 倍 周期 分 岔 与 
激光 失 谐 庶 的 关系 ,从 而 深入 了 解 反 馈 强度 的 控制 效果 .显然 ,从 
分 岔 图 可 知 ,通过 把 激光 强度 的 混沌 信号 直接 作 适 当 的 线性 反馈， 
可 以 达到 推迟 或 消除 系统 从 倍 周期 分 岔 通 向 混沌 的 道路 .这 与 通 
过 改变 参数 以 控制 分 岔 的 方法 有 类 似 之 处 ,所 不 同 的 这 里 是 改变 
线性 反馈 强度 ,因此 ,此 线性 反馈 控制 法 可 以 拓 广 应 用 于 其 他 非 线 
性 系统 ,只 要 动力 学 系统 的 输出 信号 在 实验 中 可 以 直接 用 于 反馈 
信号 , 旦 有 明确 的 意义 即 可 .例如 ,该 法 已 用 于 Lorenz 系统 ,在 参 
数 oc=10,y=80 及 5=0.4,Lorenz 系 统 处 于 混沌 运动 , 李 雅 普 诺 
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夫 指 数 分 别 为 =0.83, -0.02, - 17.3, 把 直接 反馈 应 用 于 系统 
的 三 个 变量 后 , 便 获得 了 稳定 的 周期 振 萝 ,对 z,y,z 三 个 变量 同 
时 各 自 反馈 的 系数 分 别 为 C= -0.085;9.5,0.35, 受 控 后 系统 的 
李 雅 普 诺 夫 指数 实现 了 从 正 变 成 负 的 转变 

应 用 上 述 对 y 的 线性 反馈 控制 技术 ,已 经 从 实验 上 实现 了 对 
茧 型 不 稳定 极限 环 的 稳定 控制 ,但 其 并 非 普 适 , 对 于 基体 系统 要 具 
体 分 析 . 在 许多 情况 下 ,可 能 将 它 拓 广 为 非 线性 反馈 更 有 实际 意 
义 , 但 这 从 技术 上 来 讲 要 求 更 严格 了 ,操作 起 来 有 更 大 的 难度 与 复 
杂 性 ,这 将 是 混沌 控制 理论 中 一 个 重要 课题 . 


8$5.6 微 扰 控制 方法 


OGY 方法 及 其 改进 方法 ,归根结底 是 对 系统 参数 随时 间 变 化 
的 一 种 微 拓 控制 方法 ,人 们 自然 要 提出 这 样 的 问题 , 即 除了 此 种 混 
沌 微 扰 控 制 方法 以 外 还 有 没有 其 他 的 混沌 微 扰 控 制 方法 ,答案 是 
肯定 的 .Lima 及 Pettini 应 用 参数 共振 微 扰 法 对 Duffing-Holmes 系 
统 进行 了 混沌 微 扰 控 制 ,他 们 在 原 Duffing 方程 的 z? 项 的 系数 中 
加 进 了 一 个 弱 的 周期 微 扰 项 ,使 方程 变 为 (5.70) 式 


2 -x+B[l1l+ poos( {fk)]z? = - Bt + yoost os) (5.70) 


其 中 wcosQt 是 对 z 的 系数 的 微 扰 ,3? 饼 1 是 参数 微 拢 的 小 幅度 ， 
人 0 为 微 扰 频 率 ,ycost wt) 则 是 对 系统 的 强迫 周期 项 . 

当 9 三 0 时 ,系统 无 参数 微 扰 其 处 于 混沌 (或 奇怪 吸引 子 ) 状 
态 ,一 旦 加 上 对 非 线 性 立方 项 z’ 的 系数 进行 小 的 周期 微 扰动 , 则 
可 以 把 系统 的 混沌 态 仲 制 掉 , 进而 使 系统 的 运动 转化 到 我 们 所 需 
要 的 周期 态 运 动 .实现 这 种 混 站 控 制 的 具体 方法 是 : 当 微 扰 频 率 
纪 与 外 部 强迫 项 的 频率 w 发 生 共振 时 , 则 系统 的 混沌 运动 被 仰 
制 , 随 之 我 们 便 获得 我 们 所 需要 的 周期 态 运 动 .学 者 们 已 用 Melni- 
kov 方法 及 数值 方法 对 此 进行 了 论证 .研究 表明 Melnikov 方法 所 
供 了 系统 由 混沌 态 转换 成 周期 态 的 阀 值 ,并 给 出 在 主 共振 附近 的 
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李 雅 普 诺 夫 指数 4 的 变化 方向 及 大 小 .数值 研究 表明 : 当 4 变 为 0 
时 , 则 混沌 行为 消失 了 ,而 当 ) 变 为 负数 时 , 则 系统 转变 为 周期 运 
动 . 

如 果 不 是 对 系统 参数 加 一 个 弱 周 期 微 扰 , 而 是 对 整个 系统 外 
加 小 的 周期 强迫 微 扰 ,同样 可 以 达到 抑制 混沌 的 效果 ,这 对 于 混 淖 
控制 的 实际 应 用 是 重要 的 和 令 估 感 兴趣 的 .众所周知 ,外 力 对 动力 
系统 的 分 岔 行为 尤其 是 倍 疝 期 分 台 点 附近 的 行为 有 重大 影响 , 它 
可 以 导致 局 期 放大 ,或 分 岔 点 移动 ,以 此 达到 稳定 周期 ,我 们 将 
Duffing-Holmes 振荡 器 作为 例子 来 研究 系统 的 微小 外 力 扰 动 来 控 
制 混沌 . 


-x+tar’ = -t+ySn(w;m) (5.71) 


这 里 8,71,Sn(wt ; mm ) 为 参数 m 的 约瑟夫 森 效 应 (JEF). 当 mm 
=0 时 ,Sn(wt;m)= sin(zwt), 即 回 到 谐 强迫 的 情形 ,这 时 我 们 可 
以 固定 强迫 周期 了 = 常数 ,使 得 频率 w(m)=4k(m)/T, 这 里 
为 第 一 类 型 椭圆 积分 . 


Sn(wt;m=1)= 45 元 之 一 一 sin[(22 + 1)2xt/T] (5.72) 


1 


注意 到 这 里 周期 T 的 方 波 函 数 的 傅 里 时 展开 ,由 于 Gibbs 现象 形 

状 并 非 精 确 为 方 波 ,尽管 如 此 ,在 m=1 极限 下 可 将 式 (5.71) 写 为 

和 -+Toezs+ 有 -7=0，0<i<T 己 

| (5.73) 
-xtar +6t+7y=0, TA<iE<T 


方程 (5.73) 的 参数 空间 由 (a ,8,7Y,m) 构 成 四 维 空间 , 取 ,8 和 7 
为 常数 ,将 思科 0 变 到 1 来 研究 在 微 扰 开 头 下 偏差 的 纯 效应 .我 们 
主要 对 在 此 变化 下 的 混沌 的 稳定 性 感 兴趣 . 

对 方程 (5.73) 其 Melnikov 距离 为 
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aC) = | 1- 33(D + 和 (iD)Sn[zo(t+ sm]ldt 
(5.74) 
这 里 
z(1) = (Zseche, u(t) = - (2) secht tanht (5.75) 


是 同 宿 (bomoclinic) 回路 的 参数 方程 , 它 相 应 于 当 #5 = y = 0 时 
Duffing-Holmes 方程 的 双 曲 不 动 点 ,利用 函数 Sn 的 傅 里 叶 展 式 ,经 
一 些 代数 运算 之 后 式 (5.74) 可 写 为 


A(lto) = 一 (28/a)| ~ sechriang rdr — Y(2/amY (ra/K) 
x Pieschf(n + 1/2)rK’/K Joos[(n + 1/2)roto/K] 


x| sechrsinhrsin[ (n + 1/2)rewc/K Jdr (5.76) 


其 中 天" 为 第 一 类 型 的 互补 完全 积分 . 可 以 从 标准 积分 表 查 出 最 
终 积 分 .最 后 ,可 得 


3 ~ 
Alin) = — (46/3a) 一 7 Rr 2n 
身 三 习 


+ Deseh| Cn + 二) ea[ 2 se] 


x cos| 2 ret | (5.77) 
从 上 可 知 , 当 w(m)= 4 下 (mm)/T ,倘若 
HS/Y < Ula,m,T) {5.78) 


这 里 阐 值 函数 为 
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U(a,m,T) = [2] Pon + 1)esch[ (n + 


去) ech| re] (5.79) 


则 可 证 明 ; 对 于 初始 条 件 充分 接近 于 无 微 扰 的 分 离线 , (5.75) 的 
轨 线 保证 有 一 个 同 宿 分 岔 .上 述 和 a 为 常数 . 

R.Chacon 与 ].D.Bejarano 用 上 法 研究 了 混沌 赣 值 与 强迫 形 
式 参 数 m 的 关系 .我 们 来 看 mx = 1 的 极限 情形 .从 方程 (5.79) ,我 
们 得 到 


Ut(a,l1,T) = 6n(fia/T): Ssech[ (2 + 1)m/T] 


(5.80) 


具有 极限 lim (ce,1,T) = 0, 即 在 此 极限 下 不 可 能 存在 混沌 行 


为 ,这 个 结果 与 有 关 谐 波 情 形 的 熟知 结果 相 一致 . 
对 于 mx = 0 情形 ,从 (5.80) 可 得 


Ul(a,0,T) = 3(r VY2a /2T)sech(tw/T) (5.81) 


总 之 ,对 于 固定 的 a, 阐 值 西数 UCa,m,T) 只 是 工 的 函数 ， 
它 对 于 每 一 个 m € [0,1] 都 有 相同 的 定量 的 形状 .它们 都 是 只 有 
一 个 最 大 值 的 正 函 数 , 且 满 足 im_UCa,m,T) = 0. 直接 计算 表 
明 :从 (5.79) 式 计算 的 理论 的 混沌 国 什 与 数值 实验 之 间 的 一 至 和 
度 与 其 他 m 值 一 样 ,对 于 m -~ 1 是 相同 的 .换言之 ,m 一 1( 方 波 ) 
情形 从 定量 上 与 谐 波 情形 (mw = 0) 并 无 差别 

通过 外 部 周期 微 拓 方 法 控制 混沌 的 机 制 ,实质 上 与 参数 共 所 
控制 法 是 相同 的 ,因为 参数 共振 条 件 表明 ,属于 同一 个 周期 函数 的 
相同 的 伟 里 时 展开 ,这 样 的 周期 函数 与 哈密 顿 系数 的 某 些 共振 稳 
态 周期 解密 切 相关 , 只 要 寻求 的 是 整个 方程 的 规则 响应 即 可 . 不 
过 ,共振 的 相互 作用 还 可 能 影响 这 些 周期 轨道 的 稳定 性 ， 
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我 们 可 以 用 下 列 离散 映像 阅 明 外 部 周期 微 扰 等 价 效果 : 
Tu = (7 + ef ) zx, (5.82} 


这 里 > > 0,< 所 〉》= 0,( 肪 》= 1, 即 f= Y2cosn ,《)》 表示 对 所 有 
n 求 平均 . 当 e = 0 时 ,不 动 点 zz 很 显然 是 不 稳定 的 ,而 对 于 se 的 有 
限 值 ,上 述 上 映像 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 为 
A= Relln(y + ef,)» (5.83) 
当 e 为 小 值 时 , 则 
A=Iny-e/yY + O(s’) (5.84) 
这 定妆 7 < 则 21<0. 当 >=1+6,3 科 1 时 ,这 个 条 件 
变 为 171< 本 ,zx 才 是 稳定 的 .值得 注意 的 是 ,其 至 6: < 7lgy 


时 ,正如 实验 所 观测 的 一 样 , 外 力 周 期 微 扰 也 能 有 效 地 减 小 4 值 . 
李 雅 普 诺 夫 指 数 4 从 正 向 负 的 转变 表明 ,用 外 部 周期 小 微 扰 ,可 以 
达到 稳定 控制 不 稳定 周期 轨道 .此 法 与 参数 共振 法 的 本 质 是 相同 
的 . 


$5.7 ” 自 适应 控制 方法 


自 适应 控制 的 理论 研究 及 应 用 已 有 30 多 年 历史 ,但 将 它 用 来 
控制 说 沌 这 类 复杂 非 线性 动力 学 现象 还 刚刚 开始 ,该 法 关键 是 构 
造 自 适 应 控制 系统 的 参考 模型 .主要 有 两 类 参考 模型 .一 类 是 简 接 
自 适应 控制 器 , 它 利用 系统 参数 的 连 机 在 线 计算 来 调节 控制 律 , 另 
一 类 是 直接 自 适应 控制 器 , 它 可 以 直接 调节 控制 律 ,以 使 得 系统 与 
模型 的 参考 态 之 间 的 误差 最 小 . 

近年 来 国内 外 已 把 自 适应 控制 原理 应 用 于 混沌 的 控制 ,不 仅 
应 用 于 连续 系统 ,而 且 应 用 于 离散 映像 , 它 是 一 种 反馈 控制 方法 ， 
它 虽 知道 系统 的 动力 学 模型 ,但 并 不 知道 可 得 到 的 系统 参数 的 控 
制 目标 所 需 的 数值 .其 关键 问题 是 设计 一 个 参考 模型 ,构成 总 体 的 
动力 学 系统 并 不 依赖 于 原 系 统 的 参数 来 获得 自 适 应 . 
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考虑 映射 (5.2) 所 确定 的 动力 系统 ,Hubermen,Sinha 等 研究 
的 参数 自 调节 控制 问题 为 


1 二 P(U,,P,) 
Pr = P+ glU,— és) 
其 中 向 和 量 隆 数 g(*) 描述 控制 参数 PP,,, 随 系 统 状态 UU, 偏离 目标 状 


态 5 的 误差 而 自 调节 的 规律 ,他 们 着 重 研究 的 是 线性 自 调 节 规 
律 


(5.85) 


了 = P,—o (U,- €;) (5.86) 


Hubermen, Sinha 等 提出 这 种 策略 的 初衷 并 不 是 控制 混 小 ,而 
是 欲 使 受到 参数 大 扰动 的 系统 仍 能 返回 原来 的 渐 近 稳定 局 其 运动 
状态 . 

显然 正确 设计 控制 强度 e 是 控制 成 败 的 关键 ,Sinha 指出 , 若 
原 系 统 是 一 维 映射 且 具 有 渐 近 稳定 的 不 动 点 £3 , 则 在 充分 小 的 控 
制 强度 q 下 受 控 系统 可 以 浙 近 稳定 地 回 到 &5 ,所 用 时 间 一 般 反 比 
”于 控制 强度 og ,但 该 结论 并 不 适用 于 高 维 映 射 .此 外 ,用 该 方法 控 
制 混 沌 运动 时 ,作为 目标 的 不 动 点 5 可 能 稳定 也 可 能 不 稳定 . 然 
而 ,参数 自 调节 规律 (5.86) 将 混沌 运动 控制 到 不 稳定 不 动 点 上 的 
能 力 非 党 有限, 以 最 简单 的 一 维 映射 为 例 , 它 只 有 在 线性 化 映射 特 
征 值 1 二 (- 3,1) 时 才 有 效 , 且 控制 强度 e 的 取 值 范围 很 窄 . 

最 近 学 者 们 将 参数 自 调节 控制 律 修改 为 

PP 一 一 WU 一 Er 一 et 一 一 )》 (5.87) 


这 时 (5.85) 式 可 在 (5 ,P" ) 附近 线性 化 为 
|- |“ pb ed 
i —P" 一 好 一 万 .—P" 
U, 一 Er 
= | | (5.88) 
[ Pp” 
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改写 式 中 的 映射 点 矩阵 工 为 


"i 


AAA 0 - 
二 | |- MI =A-ber (5.89) 
@ 0 


显然 g 的 选取 是 一 个 扩张 维 数 的 线性 丘 射 极点 配置 问题 .因此 ,在 
可 控 前 提 下 可 选择 适宜 的 g 使 矩阵 工 的 特征 值 均 位 于 单位 圆 内 ， 
从 而 使 后 继 上 映射 点 UU,,, 趋 于 不 动 点 6 . 

这 提供 了 一 种 设计 高 维 映射 控制 强度 的 方法 , 且 不 必 考 虚 原 
映射 不 动 点 的 稳定 性 . 这 种 参数 自 调 节 规 律 相当 于 放松 了 (5.86) 
式 对 e = 1 的 约束 , 故 给 极点 配置 带 来 了 灵活 性 , 仍 以 其 有 特征 值 
4 的 一 维 映射 为 例 ,为 使 受 控 系统 浙 近 稳定 , 取 。 = 一 4 可 保证 对 
任意 的 4 均 存 在 等 宽度 的 a 取 值 范围 . 

自 适应 控制 方法 不 只 限于 离散 系统 ,同样 适用 于 连续 时 间 系 
统 .这 时 ,由 下 列 常 微分 方程 组 来 实现 对 连续 时 间 系 统 的 混沌 控 
制 : 

至 = = F(zr;p) 
YY = = Fwkzipa) (5.90) 
= aG(z -yy) 


这 里 下 是 流 哨 数 . 对 于 连续 流 控制 的 研究 , 如 对 Lorenz 系统 ， 
Roessler 流 等 ,已 经 证 明 , 它 们 遵 往 相同 的 标 度 . 

上 述 讨论 都 是 在 已 知 动 力学 系统 的 前 提 下 应 用 自 适应 控制 方 
法 .那么 , 倘若 动力 学 系统 下 未知 时 是 否 也 适用 呢 ? 回 答 是 可 以 
的 .不 过 这 时 模型 动力 学 Fw 不 得 不 另行 求 得 .为 了 尽 可 能 地 逼真 
实验 情形 ,我 们 利用 实验 可 测 得 的 系统 动力 学 变量 之 一 的 时 间 序 
列 来 构造 模型 .如 当 系 统 处 于 目标 区 域 时 ,前 面 所 记录 的 一 个 动力 
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学 变量 时 序 zc , = 1,2,3,…, NN. 于 是 从 该 时 序 可 以 重 构 模 型 动 
力学 . 

为 此 ,时 序数 据 至 少 应 该 满足 一 些 基 本 条 件 . 第 一 ,在 整个 时 
序 记 录 期 间 系 统 应 处 于 它 的 目标 区 域 .第 二 ,时 序 应 该 足够 长 ,使 
它 恰当 覆盖 了 状态 空间 的 吸引 子 .更 具体 地 ,时 序 长 度 与 自 相关 时 
间 之 比率 应 该 较 高 .最 后 ,时 序 应 该 具有 低 的 信 品 比 , 这 些 条件 是 
十 分 必要 的 .根据 几 个 风 套 定理 ,这 些 变量 的 状态 空间 与 原来 相 空 
间 是 微分 同 胚 的 .在 微分 同 胚 下 , 浙 近 结构 (如 吸引 子 ) 的 拓扑 守 
恒 .于 是 ,由 状态 空间 中 所 观测 的 演化 与 作用 在 变量 上 的 基 函 数 集 
拟 合 , 则 可 得 到 模型 动力 学 . 如 此 ,给 出 一 个 系统 的 状态 z, ,模型 
动力 学 可 以 算出 所 期 望 的 下 一 个 输出 y,w ;以便 与 下 一 个 所 观察 
到 的 z,, 相 比 较 , 最 终 可 得 自 适应 控制 的 方程 组 ; 


T+tl 一 F(zx, | 
yr = Hul rss pai rt)) ($5.91) 
Fatl 一 Hn + aGlz, y.) 


这 里 模型 动力 学 的 函数 形式 ,除了 围绕 ys 区 域 之 外 ,对 于 任何 参 
数 集 可 以 完全 不 同 于 系统 动力 学 的 形式 . 

上 述 基 于 时 序 的 控制 遵循 跟 标 准 自 适应 控制 相同 的 标 度 律 ， 
不 过 ,观察 到 对 于 a 负 值 较 大 情形 转变 时 间 长 度 的 标 度 不 同 于 线 
性 理论 的 预言 值 ; 标 度 徐 了 与 a 及 6x。 有 关外 ,基于 时 序 的 自 适 应 
控制 还 依赖 于 与 时 序数 据 有 关 的 几 种 量 , 诸 如 ,点 数 \ 嵌 套 维 数 等 ， 
这 些 量 影 响 到 模型 Hy 的 基 . 

自 适应 控制 方法 可 以 拓 广 应 用 于 控制 几 个 参数 的 动力 学 系统 
中 .例如 ,有 两 个 标量 参数 yx, 及 wv. 情形 ,可 得 自 适应 控制 的 线性 化 
方程 组 为 


ail = F(x, ip jb,) (5.92) 


Beet = a + je (5.93) 
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Brrrt = Hr, + apz， (5.94) 
Bu,41 = Po, + BDz, (5.95) 
对 不 动 点 的 收敛 率 取决 于 上 述 后 三 个 矢量 大 小 : 


四 aF aF 
k= <a >t ay > (5.96) 


倘若 矢量 长 度 小 于 114 , 则 系统 有 两 个 稳定 方向 
yi2 = 到 (1 + VTTAE) 


及 一 个 中 心 (7s = 1) 方向 . 

对 控制 多 参数 的 一 种 实际 方法 是 ,在 较 短 的 连续 间隔 内 分 开 
控制 每 个 参数 ,在 每 个 间隔 内 只 控制 一 个 参数 而 所 有 其 余 的 参数 
保持 不 变 . 用 此 法 可 以 保持 比较 小 的 转变 时 间 长 度 , 并 且 精 度 高 . 
每 个 间隔 长 度 应 大 于 诸如 自 相关 的 典型 时 间 间 隔 标 度 , 因 此 每 个 
间隔 长 度 中 的 下 界 长 于 任何 正 的 李 雅 普 庶 夫 指数 的 时 间 标 度 ,使 
得 由 正 的 Lyapunov 指数 所 引起 的 不 稳定 性 在 整个 吸引 子 内 被 平 
均 掉 . 

但 自 适应 控制 法 还 存在 以 下 不 足 之 处 .该 法 的 关键 在 于 控制 
低 维系 统 的 模型 ,确定 论 的 模型 构造 对 于 展现 相干 的 低 维 动力 学 
行为 一 直 是 成 功 的 ,但 是 利用 时 序 重 构 的 模型 的 精度 是 有 限制 的 ， 
它 对 控制 函数 的 有 效 性 有 一 个 限 . 另 一 个 与 控制 函数 的 有 效 性 有 
关 的 假设 是 参数 jy 和 相 空 间 相 图 是 一 一 对 应 的 ,而 且 要 求 对 于 给 
定 的 初始 条 件 系统 方程 的 解 必须 是 总 体 有 界 的 ,此 外 还 有 模型 误 
差 、 品 声 及 由 系统 - 模型 - 控制 三 者 组 成 的 总 体系 统 的 稳定 性 都 给 
自 适应 控制 法 带 来 了 一 定 的 限制 ,具体 应 用 时 要 加 以 考虑 . 


$5.8 频率 主 控 法 


频率 主 控 法 也 是 一 种 反馈 控制 法 , 它 来 源 于 人 们 所 束 知 的 谐 
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波 平衡 原理 , 拓 广 用 于 工程 技术 角度 中 的 混沌 控制 . 

如 图 5.9 所 示 的 频率 主 控 法 反馈 方块 图 ,其 中 工 为 一 个 线性 
时 间 不 变 的 动力 学 系统 , N 为 一 个 非 线 性 时 间 不 变 的 静态 无 记忆 
系统 . 可 用 传输 函数 : 


L(s) = 纪要 (5.97) 


n(1)=0 


| 


5.9 ”基本 反馈 系统 


描述 方块 工 ,这 里 5 是 复 变 量 , 避 (*) 和 4(*) 是 多 项 式 算 子 ,而 方块 
NN 用 非 线性 单 值 函数 n(. ) 来 表示 ,y(i) 为 系统 的 标量 输出 .该 系 
统 由 下 式微 分 方程 所 描述 : 


gq(D)y(t) + ptDYn[y(i)] =0 (5.98) 
这 里 DD 为 微分 算 子 .频率 主 控 法 是 基于 研究 首次 谐 波 , 它 有 以 下 
假设 : 
(1) 系统 的 输出 形式 为 
yoltj SAT+ Beoswt, Bw>0 {5.99) 


《2) 相应 的 非 线 性 输出 , 即 wn[yo(z)] 由 傅 里 叶 级 数 展开 成 : 
nlys(t)] = Ni(A,B}+ Ni(A,B)Beoswt + ，… 
(5.100) 
在 与 稳 恒 态 及 周期 态 有 关 的 近似 下 , 非 线 性 系统 N 用 偏 压 及 
频率 w 实 增益 来 表征 


No(A,B) 二 | n[ yo (2) Jdot (5.101) 
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Ni(A,B) 二 十 | .na[y(O]odwt (5.102) 


这 些 都 是 热 知 的 描述 函数 (功能 ) 诸 项 (describing function terms). 
作为 拓 广 ,可 以 定义 更 高 频率 的 复数 增益 N, (A,B),k = 2,3,…， 
它们 描述 (5.100) 中 的 其 余 高 阶 项 ,本 节 还 采用 下 列 一 些 定义 : 

平衡 点 (EP) :系统 可 接受 的 恒定 输出 值 y = E,，j = 1,2， 
…. 根 据 (5.97) 和 {5.98) ,它们 是 下 面 方程 的 解 : 


y+n(y)L(0)=0 (5.103) 
可 以 用 标准 线性 技术 
， _ dn(y) 
n'(E,) = ve (5.104) 
研究 平衡 点 的 局 域 稳定 性 . 


被 预测 的 极限 环 (PLC) ;用 描述 消 数 方法 导出 系统 的 近似 的 
周期 解 y,(1) ,根据 (5.99)、(5.101) 和 (5.,102) ,满足 PLC 的 条 件 
为 


All+ Ni{tA,B)L(0)] = 0 (5.105) 
1+N(A,B)L(jw}=0 (5.106) 


沿 图 5.9 的 系统 回路 ,利用 谐 波 平衡 原理 得 出 上 述 方 程 ,这 里 
在 它们 的 零 稳 态 增 益 及 频率 w 处 已 经 估算 了 传输 函数 工 及 非 线 性 
7 -方程 (5,105) 及 (5.106) 必须 对 参数 4 ,B 和 ww 求解 ,作为 一 个 
特殊 有 效 的 解释 是 条 件 (5.106) 从 图 解 上 相应 于 Nyguist 图 L (wi) 
与 函数 -1/N, 的 交点 .一 般 地 , 当 B 趋 于 零 时 ,关系 (5.106) 表示 
存在 Hopf 分 贫 ,而 (5.105) 导出 偏 压 值 4 = 五 ,平衡 点 处 发 生 分 
盆 . 可 以 把 诸 分 盆 点 视 为 一 艇 霹 期 解 的 发 生 鹃 . 

利用 Loeb 判 据 或 类 似 判 据 可 以 从 (5.105) 及 (5.106) 来 研究 
yo(7) 的 稳定 特性 . 

失真 度 :PLC 的 可 车 性 取决 于 灌 系 统 回路 的 失真 度 , 它 是 计算 
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所 忽略 掉 的 关于 测度 w 的 一 个 PLC 的 高 阶 谐 波 的 量 , 此 量 可 表示 
为 


一 | yolt) 一 yo(t) | 2 


A 
Yo #1 la 


(5.107) 


这 里 符号 || .| : 表示 在 周期 2x/w 的 工 ; 模 . yo(:) 表示 系统 的 稳 
态 周 期 输出 ,恰好 在 N 之 前 当 封 闭 回 路 被 断 开 时 得 到 该 值 ( 图 
5.9) ,然后 y,(t) 注 人 中 ， 

4A 人 和 值 ,A< 7，, 表 示 开 放 回 路 系统 是 一 个 有 效 的 低 通过 的 过 波 
器 ,以 及 相应 的 PLC 是 可 靠 的 . 的确 ,在 适当 A 值 的 条 件 下 可 以 应 
用 精确 的 变量 来 保证 在 所 预测 极限 环 的 定义 邻 域内 存在 真 的 周期 
解 . 

以 上 定义 的 诸 量 ,对 于 高 阶 系统 (分 布 参 数 或 实验 数据 ) 都 易 
于 算出 ,因为 我 们 采用 图 5.9 中 所 示 的 输入 -输出 的 模式 及 简单 情 
形 . 

我 们 现在 转 人 讨论 混沌 系统 的 控制 . 
控制 的 目标 .目标 为 设计 图 5.9 所 示 系 统 的 控制 ,使 之 可 满足 

下 列 要 求 : (1) 将 混沌 运动 稳定 到 一 个 可 接受 (所 期 望 ) 的 周期 解 
yu{t). 这 意味 着 所 期 望 的 解 y,(1) 必须 以 某 种 方式 与 系统 的 原来 
行为 相 联 系 .上 典型 地 ,把 y,{:) 固定 为 这 样 的 混沌 运动 的 一 种 平均 
慎 , 使 之 趋 于 极限 环 . 更 一 般 地 , 也 可 以 选择 一 个 被 减少 的 幅度 
yz(t) ,然后 驱使 系统 在 参数 空间 产生 Hopf 分 分 . (2) 原来 系统 的 
平衡 点 保持 不 变 . (3) 平衡 点 的 稳定 性 保持 不 变 . 

因此 ,控制 目标 就 是 在 不 改变 原 系 统 的 混沌 奇怪 吸引 子 的 本 
质 特征 下 消除 混沌 而 获得 所 期 望 的 动力 学 行为 (如 周期 态 ,. 稳 恒 态 
等 ). 从 物理 机 制 上 是 实现 从 正 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 向 负 值 转变 . 从 
实用 上 ,希望 用 小 能 量 而 能 方便 地 实现 两 种 运行 模式 之 间 的 转变 ， 
即 采 用 可 此 简 便 的 技术 来 达到 有 效 控制 混沌 的 目的 . 

为 此 ,R.Genesio 及 其 全 作者 提出 一 种 反馈 补偿 器 ,受挫 混沌 
系统 的 方块 图 如 图 5.10 所 示 . 
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图 5.10 ”频率 主 控 村 控制 渴 花 系统 的 方块 示意 图 


由 下 列 多 项 式 函 数 描述 非 线性 方块 ， 
ny) = YY (5.108) 
传输 函数 的 线性 过 滤器 为 
5 
L.(S)= sx’ 4>0 (5.109) 


土 述 瞩 为 适当 选择 的 整数 ,而 7, ,i = 1,2,3,… ,hh 及 Y 是 确定 
控制 的 未 知 系数 .图 5.10 的 结构 是 最 简单 的 一 种 产生 非 线性 作用 
方案 , 它 在 常数 区 域 没 有 稳 态 效 应 .在 该 结构 下 上 述 讨论 过 的 非 线 
性 n, 的 描述 函数 实数 诸 项 No,(Y;) 及 Ni.(7;) 可 以 确定 ,而 且 高 
阶 复数 谐 波 增 益 (7 ), = 2,3,… 都 可 以 被 确定 . 

5.10 考虑 了 满足 条 件 (1) ~ (3) 的 要 求 .首先 ,假设 欲 达 到 
的 周期 解 具 有 下 列 形式 . 


3 = A + B,coswt, Bi,w >0 5.110) 


这 里 B, 为 所 期 望 的 幅度 , 它 可 以 置 于 混沌 运动 的 平均 值 和 最 小 值 
之 间 的 区 域 , 而 参数 A 和 mw 并 不 预先 给 出 . 为 了 获得 周期 解 
(5.110) ,利用 描述 函数 方法 来 确定 参数 , 即 假设 % 是 图 5.10 系 
统 的 一 个 PLC. 由 谐 波 平衡 条 件 可 得 到 
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4[1+N(a4,B LO + NA By7)L(01)ELIO0] = 
(5.111) 


1 + Ni (A,B)L( jw) + Ni.(A ,Bas YO)L (jw A Lt jm) 三 0 


(5.112) 
考虑 (5.109) 所 示 的 工 -(0) = 0,(5.111) 及 (5.112) 可 改写 为 
4A[1+ No(A,B.)L(0O)] =0 . {5.113) 
NA, By DLA) 
=- [1+ N.(A,B)L(jw)]/L (jm) (5.114) 
这 个 PLC 的 可 靠 性 由 受 控 系统 的 失真 度 4. 所 决定 ， 
A(y ,四 二 | (ti 一 (3 (5.115) 


3 ET 
在 图 5.10 中 , 当 回 路 被 靳 开 时 y,(:) 为 稳 态 系 统 输出 ,输入 非 


线性 是 y(t). 因 此 ,为 了 确保 真正 获得 解 (5.110) ,要 求 控制 器 满 
足下 列 条 件 : 


即使 系统 的 失真 度 达 到 最 小 值 . 
其 次 ,具有 IL.(0) = 0 的 过 滤器 (5.112) 的 存在 从 结构 上 保证 
受 控 系 统 具 有 与 原 系统 相同 的 平衡 点 . 


第 三 ,由 于 (5.112) 引进 一 个 附加 的 稳定 的 动力 学 模式 ,对 图 
5.10 中 系统 的 非 线性 分 析 表 明 :维持 任何 平衡 点 EE; 的 条 件 可 以 表 
成 控制 器 的 非 线性 的 斜率 的 不 等 式 : 

-Ea) 二 <n’(E,A)< TEA 记 玉 
j= 42 (5.117) 
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这 里 /为 控制 感 兴 趣 的 平衡 点 的 数目 , 正 的 o, 及 cv 分 别 表示 与 下 
式 Nyguist 图 的 实 轴 相交 的 最 小 值 与 最 大 值 ， 


L, (jw,A)L (jw) 


T+ eB LU) (5.118) 


总 之 ,只 要 根据 (5.113)、(5.114)、($.116) 及 ($5.117) 诸 条 件 
来 选择 补偿 器 的 参数 , 则 从 根本 上 满足 控制 的 具体 要 求 . 它 以 这 样 
的 方式 达到 综合 反馈 控制 ,使 得 描述 函数 法 恰好 预测 所 期 望 的 局 
期 解 (5.113) 及 (5.114), 同 时 利用 控制 器 的 自由 度 具 有 相应 较 小 
的 失真 度 (5.116) 以 及 对 局 域 稳定 性 (5.117) 的 影响 可 以 忽略 不 
计 等 特点 ,从 而 实现 对 不 稳定 周期 的 稳定 有 效 控制 . 

把 B, 固定 为 混沌 运动 的 平均 值 的 典型 情形 其 有 一 种 特殊 意 
义 .这 里 由 (5.110) 所 给 定 的 期 望 解 y, (1) 客观 上 就 是 上 面 分 析 混 
沌 所 识别 出 来 的 PLC. 因此 ,根据 (5.106) 式 对 B = Bs 所 作 的 计 
算 ,(5.114) 式 右 边 变 成 零 , 并 且 条 件 退 化 为 


NA,B 7 =0 (5.119) 


因此 ,控制 器 不 仅 稳 住 频率 w ,而 且 稳定 保持 相同 的 原来 PLC 的 零 
频率 各 项 (由 于 工 .(0) = 0). 

由 于 引进 适当 的 高 次 谐 波 ,使 得 系统 失真 度 较 小 ,从 而 获得 真 
正 的 极限 环 . 这 里 的 控制 作用 就 是 消除 (混沌 态 } 噪声 的 干 拢 ,以 
恢复 对 所 需 的 极限 环 ( 周 期 态 ) 的 稳定 控制 , 故 上 述 控制 也 可 称 为 
失真 度 控 制 . 

该 法 已 应 用 于 无 折 秋 的 Chua 线路 (如 图 5.11) 的 混 汪 控制. 
它 是 一 种 上 电路 系统 . 自 Chua 提出 著名 的 Chua 电路 以 来 ,由 于 其 巨 
大 的 应 用 前 景 ,近年 来 已 成 为 非 线 性 电路 中 混沌 控制 及 神经 网 络 
研究 的 新 热点 .Chua 电路 可 以 展现 任何 三 阶 非 线 人 性 系统 的 定量 动 
力学 ,其 中 包含 一 个 奇 对 称 的 三 部 分 分 段 线性 函 教 .Chua 电路 的 
状态 方程 为 
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de To A 
dy _G,_G, 1 (5.120) 
dt c 1 cr? cs 


5.11 “无 折 驹 的 Chua 电路 


非 线 性 项 写成 ; 
i(y) = Gy +F(G. -Gly+EI-ly-El) 


($.121) 


无 析 秋 的 Chua 电路 可 以 用 图 5.9 的 反馈 结构 来 表示 .定义 新 
的 时 间 变 量 (G/c,)z ,假设 y= v, 以 及 
C2 


a, p=7e, p= FeR (5.122) 


一 已 


经 过 如 此 标 度 变换 后 ,线性 部 分 ( 见 5.97) 的 传输 孙 数 为 
L(S) = a[s: + (1l+ )s+ (p+ 6)] (5.123) 


了 + {1+a+p)s + (B+p+ap)s+ap 


而 系统 非 线 性 n(y) = nn(y)/G. 
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我 们 现在 想 把 上 述 频率 主 控 法 应 用 于 Chua 电路 的 一 些 复杂 
行为 的 控制 , 取 下 列 数值 


a =6.7,8 = 14.3， 
G/G = 一 1.2 (5.124) 
G,/G =— 0.7 
以 及 归 一 化 E = 1, 把 p 视 为 变 最 并 移 到 负 轴 上 . 当 p = 0 时 ,恰好 
参数 a 和 8 定义 了 原来 Chua 电路 的 经 典 行 为 .由 (5.103) 式 知 : 


y+ (1+ nCy) =0 (5.125) 


对 于 (5.124) 参数 值 , 可 得 


_ ,7.15 +0.59 
E74 07) 0 
(5.126) 
,7.15 + 0.59 
FE -+ (4.29—0.79) 


局 域 特征 值 的 特征 方程 直接 从 (5,123) 和 (5.121) 求 出 .在 感 
兴趣 的 区 域内 ,传输 函数 L(jw) 与 实 轴 有 两 个 交点 


[10.45 -0.5 + (0.52 - 28.60 - 18.15p° + 0.250)' 21? 
(5.127) 


相应 于 系统 的 可 能 的 周期 解 (PLC) 的 振 葛 频率 ( 见 5.106). 

通过 求解 方程 (5.105) 和 (5.106) ,在 负 的 p 下 ,求解 结果 为 ; 
平衡 点 EE, 和 五, 可 以 产生 两 个 稳定 的 PLC( 局 域 对 称 ) ,它们 都 是 
存在 于 系统 中 的 惟一 的 周期 极限 环 .我 们 通过 分 析 可 以 预测 系统 
的 复杂 行为 ,然后 与 系统 的 实际 行为 相 比 较 . 可 以 知道 ,在 E, = 0 
处 平衡 点 总 导致 不 稳定 ,而 A 表示 不 考虑 二 次 谐 波 贡献 时 系统 的 
失真 度 . 表 5.1 给 出 预测 结果 与 实际 结果 的 比较 ,PLC 的 频率 相应 
于 (5.127) 式 中 负 的 符号 , 它 在 (2.6,3.0) 区 间 近 似 改变 . 
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表 5-1 系统 行为 的 预测 结 时 与 卖 际 结果 之 比较 


相近 作用 


即 B 


洲 席 
> 


无 
无 
无 
无 
无 
无 
无 
有 
有 
有 
有 
有 


其 中 简略 符号 含义 为 :A = 非 周期 (稳定 ) 运动 ,P = 周期 运动 ， 
PD = 倍 周期 ,SS = 单 螺旋 混沌 ,DS = 双 蜡 旋 混沌 ,U = 不 稳定 
运动 . 

我 们 今 举例 说 明 混 沌 控制 结果 .考虑 p = - 0.5 时 ,系统 处 于 
双 螺 旋 泥 汪 . 现 在 按 下 列 方式 控制 系统 : 

(1) 在 正 偏 压 下 ,获得 一 个 较 大 的 周期 解 , 它 是 混沌 运动 的 平 
均值 .从 表 5.1 可 知 ,这 对 应 于 方程 : 


y(t) = 0.84 +1.105sin2.671 


(2) 它 具 有 上 述 指出 的 平生 点 E, = - 1.49,E: = 0 及 E， = 
1.49. 
《3) 它 保持 局 域 稳定 性 ,在 E, 有 一 个 不 稳定 特征 值 ,在 E, 有 
两 个 不 稳定 特征 值 ， 
从 表 5.1 可 见 : 二 次 谐 波 对 失真 度 有 重要 影响 (4:/4 二 
0.18) ,因此 为 了 消除 该 影响 可 以 假设 控制 器 的 非 线性 为 
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ms(y) = Yiy+ Yay 


这 样 ,把 控制 问题 变 成 最 优 约束 问题 . 控制 策略 就 是 对 系数 y 和 4 
求 以 下 最 优化 问题 ， 


min[ YD(A,B, rw A)Y + 24d° (A,B, ,A)Y + 6(A,B, ;0)] 


(5.128) 
该 优化 的 约束 条 件 为 
P(A,B)Y = y(A,B,,w,4) 
$B(A,B)=0 
(5.129) 


_ 1 T 1 
ou (EF, ,A) <g (EY < oa (E,,A) 


j= 1,2,,1 


重要 的 是 ,对 于 任何 固定 的 4, 对 控制 器 y 的 线性 依赖 性 已 经 得 到 
一 个 标准 二 次 最 优 问题 . 的 确 最 本 质 的 控制 正好 是 由 于 7 起 作用 ， 
困 为 7 必须 适当 地 把 不 同 的 高 次 谐 波 成 形 去 补偿 由 于 原先 非 线性 
n《 见 图 5.10) 所 产生 的 高 次 谐 波 ,2 的 作用 用 于 限制 (5.109) 式 的 
过 滤 髓 的 高 频 增 益 , 因 此 当选 取 4%。= 0.5 时 , 刘 最 优 问 题 变 为 


min[0.066 y,” + 0.0247;1 
并 以 下 列 为 约束 条 件 : 
71 +1.6757: = 0 (关于 yy 的 PLC 条件) 
7 < 0.229 (关于 EE, 稳定 性 条 件 ) 
0.337 < 7; + 2.94747, < 1.553 【关于 下 ; 稳定 性 条 件 ) 
通过 等 式 关系 消去 y, ,最 后 得 到 约束 条 件 为 
-0.137 < y, < 1.178 


因而 最 小 解 在 它 的 下 界 .为 了 有 一 定 的 稳定 性 边缘 ,可 以 假设 7。 
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= 一 0.1, 这 就 给 出 失真 度 Ac - 0.023, 此 比 原 来 的 失真 度 人 =- 
0.049 要 小 ( 兄 表 6.1), 得 出 xs = 0.167. 图 5.12 给 出 了 在 时 刻 
一 上” 当 反 馈 补偿 器 加 到 混沌 电路 时 受 控 系 统 的 时 和 间 序 列 .我 们 看 
到 控制 一 旦 加 到 系统 中 ,系统 原来 的 时 间 序 列 则 由 混 沁 转变 到 周 
期 1. 已 经 证 明 , 对 于 负 偏 压 情形 所 选择 的 控制 器 破坏 了 原来 系统 
的 对 称 性 ,所 以 导出 的 解 并 不 稳定 负 偏 压 的 吸引 子 , 但 是 易 证 ,和 通 
过 改变 7, 的 符号 可 以 稳定 这 个 吸引 子 , 而 忽略 掉 另 一 个 吸引 子 ， 
央 此 在 + yY, 之 间 适 当地 转换 可 以 把 系统 移 到 平均 混沌 运动 的 一 
个 或 另 一 个 吸引 子 , 从 而 达到 稳定 控制 . 


有 人 wi 


图 5.12 无 折 秋 的 Chua 电路 在 : = : ”时刻 应 用 
控制 前 后 的 动力 学 (时 间 序 列 ) 


$5.9 ”动力 学 状态 反馈 法 一 一 倍 周期 分 岔 控制 法 


许多 的 非 线 性 动力 学 系统 存在 着 从 倍 周期 分 岔 通 向 混 汪 的 道 
政 , 倍 周期 分 岔 依赖 于 某 个 实 参数 jy ,自然 使 人 想到 ,如 何 控制 多 
数 的 范围 来 达到 所 需 的 周期 轨道 ,并 实现 其 稳定 .Abed 及 其 合作 
者 针对 这 种 想法 ,设计 了 反馈 控制 律 ,可 以 控制 一 给 定 的 倍 周 期 轨 
道 的 稳定 度 及 幅度 , 即 做 到 稳定 度 足 够 大 ,从 而 在 较 大 的 参数 范围 
内 维持 所 需 的 周期 轨道 ,消除 掉 或 延迟 出 现 混 沌 - 更 明确 地 说 , 利 
用 动力 学 状态 反馈 来 达到 控制 系统 的 低 周 期 轨道 ,但 瞬 态 混沌 和 
高 周期 轨道 将 有 改变 ,因为 在 反馈 中 利用 了 “ 海 汰 滤波 器 ”. 
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为 了 设计 倍 周 期 分 岔 的 稳定 反馈 ,就 要 寻求 确定 倍 周期 分 贫 
的 稳定 性 的 公式 .下 面 我 们 介绍 与 之 相关 的 方法 . 

考虑 一 离散 的 非 线性 系统 

x = fo (x) (5.130) 

其 中 x E€ R" ,& 为 整数 ,py ER 为 分 倪 参 数 ,假设 f,(0) =0, 即 原 
点 为 (5.130) 的 一 个 平衡 点 .由 于 Ap 为 一 个 实 和 参数 ,对 方程 
(5.130) 有 三 种 一 般 的 分 舍 类 型 , 即 折合 分 侈 , 售 周 期 分 倪 及 Ne- 
imark-Sacker-moser 分 分 .这 里 讨论 们 有 周期 分 伟 .将 f(x ) 按 泰勒 
展开 有 


fx)=A(pIx+t AQ x) +t Cx, rE, x) + (5.131) 


为 了 确定 倍 周期 分 盆 的 条 件 ,我 们 研究 对 于 p =0 在 原点 有 一 个 
周期 1 轨道 , 现 要 找 在 py =0 从 = 人 分 命 出 周期 2 轨道 的 条 件 ， 
令 (5.130) 的 线性 化 的 特征 值 4, (wx) 是 这 样 的 , 即 


41(0)= 1 及 |4.(0)|<1,i=2,3,.,n 


并 假设 1 表示 与 特征 值 -1 有 关 的 4 的 左边 的 特征 矢量 ,而 7 表 
示 与 特征 值 -1 有 关 的 A 的 右边 的 特征 矢量 ， 

现 来 分 析 从 周期 1 轨道 0 分 岔 的 周期 加 倍 对 (5.130) 应 用 素 
勒 展开 


Xo = Alpg)x + QAR) + CR) 二 
(5.132) 
R= A +t AC Qn) + ACaICtr, ,Xs Fe) + 
+ QIACpOR +t QR NR) + +t ACp) x 
+ QR xr) tt CA + QF, ) + +t 
(5.133) 


倘若 系统 存在 一 个 周期 2 轨道 , 则 其 必 满 足 (5.134) 式 : 
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0= [A’(p) ~ Ilx+A()Q(r,xr) TAUJC(E x, x) + 
+ QE[ACAOx + Q(x yx) tr, Alp)x + Q(x,x) + .*] 
+ CLACH)x + Q(x x) + el + 


= ACp)x+ Q(x) + Cr rr) + (5.134) 
这 里 
A(p) = Ap -I 


Q(x,x) = A(O Q(x, x) + QLACO)x, A(O)x] 


Cxsxsx) = A(OCCr, rsx) +2QEA(O x, Q(x,x)] 
+ C[A(O)x, AC(Ox, A(O)x] 
由 于 
A(O0)Y =- 7Y, LA(0) = 一 工 
我 们 有 
A{O)Y = 了， 了 LA:(0) = 工 (5.135) 
由 ($5,135) 可 得 
[4:(0) - I]Jy=0, HA:(0)—- I] =0 (5.136) 


这 样 A(0) 具 有 一 个 零 特征 值 .倘若 (总 ) Xi[A(A)] | -天 0, 则 


( 荡 ) 和 [4A(w)]1.-, 是 非特 的 .前 者 条 件 作为 借 周期 分 岔 的 进 一 


步 条 件 ,与 过 去 的 条 件 及 以 后 的 条 件 一 起 可 以 证 明 : 映 像 (5.130) 
具有 对 于 y= ple)( 在 0 附近) 从 x=0 发 源 的 非 零 的 周期 加 售 困 
道 x(e).e 为 倍 周 期 的 临界 特征 值 的 幅度 参数 . 

为 了 确定 倍 周期 轨道 的 稳定 性 ,要 导出 分 贫 稳 定性 系数 的 公 
式 , 这 些 系 数 由 泰勒 展开 求 得 


Ble)=Pet+Be’ +t Bae’ + (5,137) 
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利用 Abed 关于 稳 恒 分 岔 稳定 性 系数 的 公式 ,可 以 求 得 ， 
Bl = 二 0 及 PB, = 2L[C(Y,7Y,7) -2Q(7,Q(7,7)] 


因此 ,倘若 1,(0) = 一 1,4,{0) 关 0,8, 关 0, 则 对 于 已 被 加 速 的 系统 
存在 一 个 音叉 分 贫 ,或 者 超 临 界 地 或 者 子 临界 地 产生 周期 2 轨道， 
对 于 原 控 制 系统 ,这 意味 着 或 者 超 临界 地 或 者 子 临界 地 发 生 一 个 
单 周 期 被 加 售 的 轨道 .由 8, 的 符号 来 确定 周期 被 加 倍 的 轨道 是 否 
是 超 临 界 的 还 是 子 临 界 的 . 

假设 (P) :方程 (5.130) 的 映像 f 是 充分 光滑 的 .对 于 所 有 的 
在 x=0 处 有 一 个 不 动 点 .(5.130) 的 线性 化 具有 一 个 4,(0) = 
一 1 的 特征 值 .所 有 其 余 的 特征 值 的 量 级 都 小 于 1. 

定理 5.2( 关 于 周期 加 售 分 分 的 定理 ) ”倘若 (了 ) 成 立 , 则 在 jz 
=0 时 从 原点 出 发 的 售 周 期 转 道 发 生 分 贫 . 若 8, <<0, 该 周期 加 傍 
轨道 是 超 临 界 的 和 稳定 的 , 若 8, >0, 则 它 是 子 临界 的 且 不 稳定 . 

定理 5.3 令 f.:R>R 是 映射 的 一 参数 族 ,使 得 f, 具有 特 


征 值 为 一 1 的 一 个 不 动 点 .假设 


(F,) (24+ 2 


3 


dudr” dr ) 处 . 


(ED) = 了 (有 ) + 二 (到 0, 在 (zospa) 处 


则 存在 一 条 通过 (zo，, po) 的 f 的 不 动 点 的 光滑 曲线 .在 (zx, jo) 
处 该 曲线 的 稳定 性 发 生变 化 .也 存在 一 条 通过 (zw,pro) 的 光滑 曲 
线 7 使 得 Y-1(zo,po) 人 是 双 曲 的 周期 2 轨道 的 并 集 . 该 曲线 7 
在 (zu ,po) 处 与 尺 zfuol 线 有 两 处 相 切 . 
这 里 (Pi ) 式 是 沿 着 不 动 点 的 曲线 3f, 人 /3z 对 jy 的 导数 .在 (F,) 
中 a 的 符号 确定 了 周期 2 轨道 的 稳定 性 及 分 岔 的 方向 . 若 a >0， 
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则 轨道 是 稳定 的 , 若 <0, 则 它们 是 不 稳定 的 . 

只 要 把 定理 5.3 及 公式 (5. 131) 应 用 于 一 维 情 形 下 的 f,, 则 
易 知 :在 假设 (P) 中 的 条 件 1 =0 就 是 定理 2 中 的 条 件 (F, ) .而 
且 , 不 难 证 明 : 


P= -2a (5.138) 


这 样 ,在 n 维系 统 中 对 周期 倍 分 佑 所作 的 计算 及 结果 是 对 一 维 情 
形 的 特殊 规定 . 

我 们 现在 来 考虑 局 期 倍 分 岔 的 控制 问题 .讨论 具有 一 个 参数 
族 的 非 线性 离散 系统 的 控制 ， 


Xr = f(x su) (5.139) 


对 于 每 个 整数 上 ,x € R" ,un 为 一 个 标量 的 控制 输入 ,jy ER 是 分 
台 参 数 ,该 映像 £. 是 充分 光滑 的 .结果 该 系统 在 y=0 时 有 


Xi = folxi,u) (5.140) 


我 们 的 目的 是 稳定 控制 发 生 在 (5.139) 中 的 倍 周期 分 岔 . 通过 
稳定 分 岔 ,经 常 可 以 确保 在 较 宽 的 参数 范围 内 达到 规则 行为 (如 各 
种 周期 态 等 ) .为 此 ,要 研究 系统 方程 对 控制 u 的 依赖 性 .在 反馈 
控制 zx= w(x,) 的 综合 效应 中 涉及 下 列 假 设 : 

假设 (P'): 方 程 (5.139) 在 x =0 时 在 原点 有 一 个 周期 1 的 轨 
道 .而 且 在 x=0 处 (5.139) 的 无 控 下 的 线性 化 具有 一 个 简单 的 特 
征 值 az) ,其 41(0) = 一 1 及 4,(0) 去 0. 其余 的 特征 值 *,(0)， 
… ,4A.(0) 都 是 小 于 1 的 . 

由 上 述 定理 5.2 指出 ,假设 (P') 对 于 (5.139) 的 无 控 情形 导致 
倍 周期 分 岔 .下 面 的 结果 指出 两 个 稳定 问题 分 别针 对 方程 (5.139) 
和 {5.140) ,对 于 方程 (5.139) ,目标 就 是 确保 局 域 稳定 性 及 对 于 倍 
周期 分 岔 的 轨道 有 足够 的 稳定 范围 ,这 称 为 局 域 倍 周期 分 盆 的 控 
制 问题 .对 于 方程 (5.140) ,用 相同 的 控制 律 解决 周期 1 轨道 0 处 
的 局 域 反馈 稳定 问题 . 
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对 映像 (5.139) 用 泰勒 级 数 属 开 成 : 
Keri = fru) = Ar t plx tuLix tubt Q(X, x ) 
十 二) 
+ CX, XE) + 
取 控 制 项 x 的 形式 为 
u(xi) = x!Qx + C(xk, ,Ks Xi) 


这 里 @Q, 是 一 个 x xm 的 实 对 称 和 矩阵 ,以 及 C, 是 由 标量 对 称 三 线 
性 形式 C, (x,y,z) 所 生成 的 立方 形式 .注意 到 u(x; ) 包 含 非 常数 
基 或 x 的 线性 项 .常数 项 从 物理 上 表示 控制 能 量 的 连续 消耗 .在 
反馈 中 不 存在 线性 项 则 确保 左右 特征 值 (相应 于 临界 特征 值 - 1) 
及 4 的 临界 值 将 不 受 反 馈 控 制 的 影响 . 实际 上 ,我 们 将 利用 线性 
项 来 修改 分 岔 的 位 置 ,而 非 线性 项 则 用 来 修改 稳定 性 的 性 质 . 

这 种 反馈 形式 的 封闭 回路 的 动力 学 为 


Wirt = Ax +t A (Kisx) +t CC Cris Ks Xi) 
+ pLaxet po Lox + 
这 里 星 号 表示 反馈 后 的 值 
Q(xr,x)= (x Qax)b+ Q(x,r) 
C'{x,x x)=C, {x x ,xb + C(x, x xr) +t (x Ox)Lx 


产生 二 次 和 三 次 形式 的 对 称 双 线性 Q(x,y) 及 三 线性 形式 
C(x,y,z) 现 在 分 别 选 为 


Q'{xr,x)= (x QB+ Q(xr,y) 


C(x,y,2)= C(x yz)b+ Cx,y,7)+ B(x Q,y) Lis 


+ B(x Qe) Liy+3( Qu) Lx 


”316 ， 


对 于 反馈 之 后 的 加 速 系统 (sped-up system) : 

A=A’ -1,Q°(x,y)=AQ' (x,y) + Q° (Ar,Ay), 

C(xsy,2)=AC Cryz)+2Q (Ar,Q" A(y,z)) 
+C°(Ax,Ay,Az) 

把 Q*(Ar,Ay) 及 C' (x,y,z) 代 入 上 述 表 达 式 , 则 有 

Q(x,y)=A(x QI b+ AQC(x,Y) + (Ax) Q, (Ay)]b 
+Q(Ar,Ay), 

C(xsy, a)=AC Cr ya)b + AC(x,y, 2) + AC(xTQ,y) Lz 
+21(4r)yrQ[(rQz)5+Q(y,z)]ib+2Q(4Ar， 
(y Qhb)+ QC,2))+ CAr, Ay, Az)b 
+ CiAx,Ay, Az)+[(Ar)'Q, (Ay)IL (Az). 

为 了 算出 8; 及 8B, ,注意 到 : 

Q'(r,r)=(A+ID(r QB+(A+ DN A,r) 
=G(r,r) + (A+I)(r'Q,r)b, 

Cr rr)= A- DC (rr rbt+ (A- DC(r,r,r) 
+A(rQA Lr -2 0, (riQr) b+ Q(r,r)]lb 
-2Q{r,(r QB) -20Q(r,Q(r,r)) 

- (ron)Lr 

Carr +(A- DC rrrnb+A(Qr)Lr 
—2{r'Q,[(riQ.r)b+ Q(r,r)llb 
-2Q(r,(rrQur)b)-(rrQsr)Eir， 


这 样 反馈 之 后 ,B, 变 成 
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Br =1Q"(rr)=i[Q(r,r)+(A+TD(rrQr)5] 
=LQ(rr)+(-L+D(rrQr)5=R+0=0 ($.141) 
而 p 为 
B =2C rr) -20°(r,A QCr,r))] 
= 应 +4 (5.142) 
其 中 
A= -4C, rr bar QLrtirQ, LrQ,r)b 
+ Q(ryr)]i5Q(r,(rrQsr)b)1+4L(Q(r ,AT (A 
+ (rTQr)b)+ irQ, A [CA+ DQ b+ (A+T) 
-QB) + 4 OC, AA- (A+ DTQT)D) + Ir'Q, A 
4 [4A+TOrrQr)p+A+T)QOr riD) (5.143) 
这 里 
A- = (A-TA + LLY! AT (5.144) 
(5.143) 式 作为 寻求 8; 为 负 值 及 某 些 期 望 值 的 条 件 ,通过 建立 判 
据 可 以 实现 之 , 即 根据 判 据 可 以 由 反馈 控制 来 设计 4 的 某 些 期 浓 
值 , 特 别 感 兴趣 的 是 十 隆 0 情形 ,(5.143) 式 表明 ,倘若 吓 天 0 ,也 


存在 一 种 立方 形式 的 稳定 反馈 .这 只 要 令 Q, =0 及 考虑 反馈 控制 
中 的 立方 项 的 影响 即 可 明白 .结果 是 ,由 于 4 简化 为 


点 = —4C,(r,r,r)ib (5.145) 


以 及 可 以 由 适当 网 择 三 线性 项 C(x,y,z) 来 给 出 C,(r,r,r) 的 
任意 实数 值 .因此 ,只 要 局 夫 0 ,原点 必定 是 局 域 稳定 的 . 
下 面 有 两 个 定理 阐明 了 稳定 控制 问题 . 
定理 5.4 假定 前 面 (P') 假 设 被 满足 以 及 太夫 0. 那 就 是 ,对 
于 线性 化 的 系统 净 界 特征 值 是 可 控 的 .于 是 ,存在 一 种 具有 wu(0) 
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=0 的 反馈 w(x), 它 解决 了 对 方程 (5.139) 的 局 域 复 期 加 售 分 盆 
的 控制 问题 和 对 方程 (5.140) 的 局 域 光滑 反馈 的 稳定 问题 . 

定理 5.5 假定 前 面 (P ) 假 设 仍 被 满足 ,而 功 =4. 于 是 ,存在 
一 种 具有 wu(0)=0 的 反馈 u(x;), 它 解决 了 对 于 方 恕 (5.139) 的 
局 域 局 期 加 倍 分 谷 的 控制 问题 以 及 对 于 方程 (5.140) 的 启 域 光滑 
反馈 稳定 问题 ,只 要 满足 下 式 


OzlLir + QC,b) — iQ(r,ACA + 1)56) 


- IQ(riAA- (A+1)b) (5.146) 


当 一 个 周期 轨道 失去 稳定 性 , 则 发 生 周期 加 悦 分 贫 . 在 倍 周期 
分 贫 通 向 混沌 中 , 随 着 参数 的 稍 加 改变 ,周期 加 倍 的 轨道 也 失去 稳 
定性 .倘若 一 个 这 样 的 周期 被 加 倍 的 轨道 (或 者 原来 的 不 动 点 ) 的 
稳定 性 充分 地 增强 了 , 则 在 下 一 个 周期 加 售 分 岔 中 它 就 会 被 延迟 . 
而 且 , 可 以 希望 在 通 向 混沌 的 道路 上 保证 一 个 周期 加 倍 分 盆 有 充 
分 的 稳定 度 , 从 而 可 以 一 起 达到 消除 通 向 混沌 的 道路 . 

我 们 称 对 系统 (5.140) 采 用 wu = u(x) 形式 的 反馈 控制 律 为 
静态 控制 律 或 直接 控制 律 .假定 方程 (5.140) 是 一 个 实际 系统 的 近 
似 模型 .在 这 种 情形 下 参考 一 个 特殊 平衡 态 所 设计 的 直接 状态 反 
刍 将 不 仅 影 响 平衡 的 稳定 性 ,而 且 也 可 能 影响 这 个 和 其 他 系统 平 
衡 的 位 置 . 另 一 种 所 谓 “ 动 力学 反馈 控制 髓 可 以 用 来 代 蔡 上 述 控 
制 , 它 可 以 保证 甚至 在 不 确定 性 情况 下 也 保持 所 有 系统 的 平衡 不 
变 . 特 别 是 Abed 等 人 通过 所 谓 淘 汰 滤波 器 可 进一步 把 动力 学 反 
馈 方 法 拓 广 .我 们 下 面 举例 说 明 上 述 控制 方法 的 应 用 . 

应 用 例子 :Henon 系统 的 分 岔 控制 

考虑 非 线性 Henon 系统 


Tort=p- T+tPy, yt =z, 


这 里 PP 和 p 都 是 实 参数 .下 面 固定 P=0.3, 视 p 为 分 盆 系 数 . 讨 
论 PE (0,1.4) 范 围 内 的 结果 . 
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该 系统 的 不 动 点 (rx" ,y" ) 为 
P-1+v(0 -P+4p PVP +4p | 
， 2 
Jacobi( 雅 可 比 ) 和 矩阵 为 


2 
-2z” P 
J= 
1 0 


由 此 可 以 确定 发 生 第 一 个 周期 加 倍 的 临界 参数 


p.=3(1 -Py 
对 于 P=0.3,p, =0.3675. 
今 考 虚 受 控 下 的 Henon 映像 
Tr1=p— x+ Py, + us Darl ™ Tn 


这 里 w 为 控制 项 .该 控制 项 可 看 作为 对 分 岔 参数 的 一 个 微 扰 . 该 
系统 线性 化 在 不 动 点 (z” ,y”) 处 对 临界 参数 p. 是 可 控制 的 ,县 
对 p 的 所 有 值 都 是 可 控 的 . 

我 们 采用 两 种 控制 方式 : 

第 一 种 ” 鲁 棒 ( 紧 固 ) 的 非 线性 分 岔 控制 . 

这 时 ,总 体系 统 为 


Zatl = Pp- x + Py, + u, 
Datl = Tn 
wr = T+ (1 — d)w, 

zZ» = x — dow, 

中 一 kiz’ 


这 里 控制 项 为 立方 形式 , 它 涉及 应 用 “离散 时 间 淘 汰 滤波 器 ”, 且 与 
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有 关 文 献 介绍 过 的 以 连续 时 间 淘 汰 滤波 器 为 基础 的 控制 器 相 类 
似 . 上 面 w, 为 淘 沁 滤波 髓 态 变量 ,z, 为 输出 中 数 ,0< 4d<<2 与 该 
淘 涩 滤波 器 时 间 常 数 有 关 . 

根据 定理 5.4, 上 述 控制 律 局 域 地 保证 了 可 以 使 稳定 度 达到 
足够 大 .所 以 在 所 关心 的 参数 范围 内 可 以 防止 发 生 进一步 分 分 , 因 
此 ,至 少 可 以 使 们 周期 分 贫 通 向 混沌 被 推迟 到 更 大 的 参数 值 .效果 
正 是 如 此 . 

第 二 种 ”和 鲁 棒 ( 紧 固 ) 的 线性 分 岔 控制 

采用 线性 分 岔 控制 律 也 可 达到 推迟 发 生 倍 周 期 分 岔 . 与 第 二 
种 情形 不 同 的 是 总 体系 统 中 控制 项 改 为 线性 形式 即 


ts 二 此 2 之， (5.147) 


用 此 控制 把 第 一 次 周期 加 倍 分 岔 推迟 到 p 的 更 大 值 , 随 之 倍 周 期 
分 盆 通 向 混 涉 也 被 推迟 发 生 . 经 过 反馈 之 后 ,发 生 周 期 加 倍 的 临界 
参数 p. 为 

2(1- 了 
“了 
上 为 控制 增益 ,究竟 控制 到 九 个 周期 罗 道 取决 于 & 所 达到 的 轨 
道 并 非 是 九 套 在 温 注 吸引 子 内 的 不 稳定 轨道 ,而 是 通 向 混 沪 道路 
上 周期 加 悦 分 洗 中 参数 值 所 对 应 的 系统 的 轨道 .OGY 方法 主要 稳 
定 娩 套 在 混 汪 吸引 子 中 的 不 稳定 的 周期 轨道 ,这 点 与 OGY 方法 
是 不 同 的 . 


1 
(2—4ad) 


六 ， 十 yk2 (5.148) 


$5.10 时 空 混沌 的 一 些 控制 方法 


前 几 节 我 们 所 讨论 的 对 混沌 的 控制 方法 ,主要 针对 非 线性 系 
统 表 现 出 的 时 间 温 沌 行为 ,但 在 流体 ,等 离子 体 .激光 、 化 学 生物、 
社会 .经济 等 领域 广泛 存在 着 一 大 类 时 空 混沌 动力 学 的 控制 问题 ， 
对 其 进行 研究 具有 巨大 的 应 用 和 发 展 前 景 . 
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&s.10.1 变量 反馈 法 及 定点 注入 法 


在 研究 一 维 非 线 性 洒 移 波 方 程 时 ,学 者 们 采用 负 反 馈 注 入 技 
术 或 定点 注入 单 色 波 方法 ,成 功 地 实现 了 对 不 稳定 的 稳 蚀 态 及 空 
间 混 鲈 的 有 效 控制 . 

现 研 究 由 式 (5.149) 所 示 的 系统 : 


39 gp 
+ + 
at arare 


C+ 
=— yp— esintz ~ ft) (5.149) 
其 中 利用 2x 周期 条 件 :pg(z+2r,t)= gtx,it). 令 z=z~ft, 则 
在 驱动 波 的 坐标 系 下 ,方程 (5,149) 改 写 为 
了 Ea 3 2 
li+te Fe = 21+o Fr)? 
-ce Fe- fp3e - yp- ssinz {5.150) 


下 面 讨论 中 把 色散 和 耗 散 固定 为 a = -0.287 及 7 =1.0, 梯 度 系 
数 c=1.0, 非 线性 系数 f= -6.0. 驱 动 波 的 强度 ec 和 频率 0 是 两 
个 可 变 的 参数 . 

该 系统 的 能 量 为 


E(t) = 元 FL9 (zx,t) — agp: (zx,t)]dx (5.,151) 


它 可 方便 地 用 来 探 铀 系统 的 动力 学 行为 ,现在 考虑 稳 便 态 (973z = 
0) 下 系统 的 解 


be)=N(e), a=M,(z) (5,152) 
这 里 


> kf 
国 + 
ND ae + 2 
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" [ {Ab sin( tar a ) 十 bbr sin( Cr 十 er 一 中 )] 
=k 


十 [ [Abrsin(t, ar a ) + bb sink Tavar™T eo, )] 


1~ {=k 


+[ DY [Abrsin(— 0 +ar~—a,) 


下 
十 bbr sin( i 十 在 六 一 cr ] (5S, 153) 


一 ¢ nl kf 
M(t)= ep o| 2(1 — ak™ Yo, 


“[ 2) [Abrcos{B +t ar a) tbhbreostat+ ar — wo.)] 
vet 

十 2 [Abr cos( 如 ar Qa ) + bb cos( Cr 一 中 让 
下 


tf 一 


十 2， (Ab cos( -tar— eax) 十 bbr cos( 一 Ga 十 gz- 
上 


一 一 


—ax)] (k=1,2,.…,N) {5.154) 
其 中 由 稳 态 解 


用 
9(z) = lim 2 As cos(kz + 0) 
ok 


给 出 A 和 总 ,数值 模拟 中 可 这 样 选 择 N ,使 得 上 > N 的 模式 对 动 
力学 行为 的 影响 是 可 以 忽略 不 计 的 . 例如, 当 0 =0.65,e=0.2 
时 ,方程 (5.150} 有 三 个 稳 态 解 . 今 关 心 具 有 最 低能 量 三 的 稳 态 
解 ,计算 结果 为 4 =0.11,…,As =1.8x10 3,.,As=1.8x 
10 7 .可 见 高 阶 模式 是 可 忽略 的 ,对 于 所 选 的 参数 ,N = 13 是 一 个 
很 好 的 近似 ,在 给 定 的 0 和 s 值 下 ,上 述 的 稳 恒 态 是 不 稳定 的 ,并 
县 系统 出 现 混沌 运动 .这 可 以 从 5 一 上 58, 的 相 图 及 各 与 的 序列 
的 非 局 期 态 证 明 , 能 量 随 时 间 的 变化 是 无 规 的 . 

问题 是 如 何 实 现 对 上 述 混沌 的 控制 ? 基本 思想 和 策略 是 :把 
一 个 负 反 馈 一 4[p(z,t) 一 g(x)] 加 入 方程 (5.152) 中 以 达到 对 
9(z) 的 稳定 控制 . 然而 ,由 于 必须 探测 z 空间 中 的 每 个 点 (或 
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空间 内 的 每 个 波 以 及 每 个 波 对 系统 变化 的 响应 ), 所 以 上 述 想 法 实 
际 上 是 难以 实现 的 . 为 了 战胜 这 个 困难 ,采用 两 种 办 法 来 控制 系 
统 : 第 一 种 ,探测 单个 模式 (如 不 = 站 ,然后 输入 一 个 单 色 波 - 外 
(z) 去 控制 系统 .第 二 种 ,探测 z 空间 的 局 部 区 域 ,然后 把 反馈 加 
到 系统 的 该 区 域内 ,实际 上 可 能 加 一 项 (如 - (ALrr)[Lofz,t) 一 少 
(zx 一 0)jexp[ 一 tx-zxo) Vr],0<<r 安 1) 到 系统 中 局 部 区 域 ,并 
不 由 此 而 改变 该 控制 的 实质 .在 第 一 种 办 法 下 ,方程 (5.152) 变 成 


b(t) = N(2) -Ab(E) /1 — at’) (5.155) 
而 By;(z) 的 所 有 其 他 方程 和 a (1) 方程 仍 然 与 方程 (5.152) 相 
同 .在 第 二 种 办 法 下 ,方程 (5.152) 则 变 成 
B,C2) = Ni(E) ~- agi {it), 
ak(t) = M(t) ~ ah (t) (5.156) 


Bt) = pr Pb)oos Ct ~ hzo— Qe) + a — ao] 
{5.157) 
h(i) = Ts Db)sin[ (i -Aifz — Ot) + a a/b, 


k= 1,2,…,N. (5.158) 


注意 到 :第 一 种 反馈 是 在 波 空 间 内 局 域 注入, 第 二 种 反馈 则 是 
在 空间 内 局 域 注 人 .对 后 者 局 域 控制 ,人 们 可 以 在 一 个 给 定点 
ze 处 插 人 一 个 电极 来 达到 .但 是 ,对 于 & 空间 控制 就 必得 对 场 进 
行 空间 候 里 叶 变 换 ,从 而 算出 所 期 望 的 谐 波 的 变化 ,因而 ,对 空 
间 内 的 探测 比 在 zx 空间 内 的 探测 更 为 困难 ,尽管 如 此 ,在 一 些 情形 
中 注 人 一 个 谐 波 或 少数 谐 波 还 是 足以 实现 对 福 汪 的 稳定 控制 ,他 
们 的 数值 模拟 的 结果 证 明了 这 个 方法 是 可 行 的 .特别 是 ,仅仅 对 单 
个 方程 注 人 单 色 波 即 可 实现 对 高 达 26 维 动力 学 系统 中 不 稳定 态 
的 有 效 控制 

324 - 


对 定点 注 人 法 需要 指出 两 点 :一 是 通常 在 非 均匀 空间 结构 的 
情形 中 ,定点 注入 法 的 有 效 性 依赖 于 xz。 的 选择 ,所 以 ,人 们 关心 
的 问题 是 定点 的 位 置 对 混 祁 控制 的 影响 及 求 得 最 有 效 的 定点 位 
置 .不 过 ,在 模型 (5.149) 下 由 于 方程 (5.150) 的 对 称 性 缘故 ,这 里 
的 定点 效应 与 ze 的 选择 无 关 , 其 次 对 于 z 空间 的 定点 只 存在 一 
个 4 的 较 低 的 阐 值 4,. 当 4 之 4, 时 ,定点 注入 法 总 能 成 功 地 控制 目 
标 ( 所 需 的 周期 轨道 等 )., 实际 上 ,4 越 大 ,该 法 控制 效果 就 越 好 , 它 
有 利于 理论 分 析 和 实验 应 用 .由 于 方法 的 简便 性 及 上 述 优点 ,该 法 
有 可 能 拓 广 到 其 他 偏 微分 方程 组 所 描述 的 非 线 性 系统 及 看 合 的 非 
线性 映像 等 中 的 时 空 混沌 的 控制 .例如 ,已 有 人 将 定点 注 人 法 应 用 
于 鞠 合 映像 点 阵 (coupled map lattices ,简称 CML) 中 的 时 空 混沌 的 
控制 . 


$5.10.2 参数 微 扰 反馈 法 


Auerbach 应 用 小 微 扰 反馈 控制 法 对 具有 对 流 不 稳定 性 的 空 
间 混 沌 系统 实现 了 稳定 控制 .在 一 维 映 像 的 线性 阵列 中 ,标量 状态 
IK;(n+1) 的 演化 方程 为 

zatl)=(1- 7 yf rn) + yf (n)) 

+ yrflzxini(n)) (5,159) 

其 中 ; 表示 位 置 ,n + 1 表示 离散 时 间 ,j =2,3,…,N - 1. 最 邻近 
的 耦合 常数 满足 y, > 7, 之 0. 非 线 性 映像 函数 取 为 f(x) = 
1 一 ax’, 即 二 次 映像 ,参数 a 选 在 混沌 区 域内 ,所 选 的 边界 条 件 将 
大 大 地 影响 最 终 的 系统 运动 状态 ,对 于 开放 边界 条 件 : 

Xxi(n+1)=(1— 7y2 ) f(r tn)) 十 ya2 ftr(n)) 

zn(nt+1)=(1— yf rn(n)) tt FF rn)) (5.160) 
在 7 及 7; 的 一 定 范围 内 ,系统 出 现 一 种 稳定 的 相干 的 混沌 态 ， 


设 在 参数 a = a “处 存在 混沌 吸引 子 . 现 来 考虑 一 个 不 稳定 周期 一 
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的 控制 问题 .如果 没 有 控制 , 则 系统 的 每 个 单元 都 将 是 混沌 运动 . 
由 于 混沌 吸引 子 的 遍历 性 ,保证 点 阵 位 置 1 在 某 时 刻 m 接近 工 ”. 
假设 混沌 态 的 相关 长 度 至 少 有 三 个 位 置 , 这 在 宽 人 参数 范围 内 是 成 
立 的 .期 望 x,(m) 及 za(m) 也 取 在 z ”附近 ,然后 在 m 时 刻 在 位 
置 1 处 加 上 小 参数 微 扰 a = e” + Sa1(m), 导 致 位 置 2 按 下 列 线 
性 化 形式 演化 : 


Gra(m+1)=f {zr ) Ly dr m) + ybri(m) + Yra(m)] 

+ Aridai(m) (5.161) 
这 里 yo0=1 一 一 了,8x(m) 三 zj(m) 一 x ,导数 了 取 在 a=a* 
处 ,于 是 A =39ff3a. 可 以 如 此 来 选择 在 m 时 刻 的 小 微 扰 Ba 


{mm), 从 而 使 在 mx + 1 时 刻 把 单元 2 驱 入 不 动 点 ,该 小 微 扰 的 反馈 
控制 律 为 


Bai(m)= - 人 一 [yoBra(m) + yrBri(m) + yyBrs(m)] 


(5.162) 


对 于 不 能 用 一 维 映像 描述 的 各 单元 的 动力 学 人 情形 ,要 驱使 单元 2 
落 人 不 稳定 轨道 的 局 域 稳定 流 形 , 则 必须 修改 反馈 控制 律 . 

是 理应 用 上 述 控制 对 位 置 1 从 mx 时 刻 初始 微 扰 就 能 强迫 所 
有 其 他 的 单元 最 终 都 达到 同步 ? 为 此 ,我 们 在 存在 控制 律 下 ,对 所 
有 N 个 位 置 作 关于 均匀 解 zx = xz ”的 线性 稳定 性 分 析 , 围 绕 a = 
ea “的 均匀 态 把 方程 (5.161) 线 性 化 ,然后 利用 方程 (5.162) ,对 于 
j=3,…,N 一 1, 可 得 线性 化 方程 组 : 
Sri(nt+1)=f (x /7 {Ly ;~ Yoll -73)]6r,(n) 

{1-— yy (n)! 


dr.(nt+1)=0 
+ 326 : 


Hr,(n +1)=f (zx" )[ yo Bx, (n)t+ Yidr-1(n)+ ys Br .1 Cn)] 
(5.163) 
drwyC(nt1)=f (rz) yr (a) + yb (n)] 


该 系统 在 0 处 具有 双 约 化 特征 值 及 对 g =1,…,N -2 由 下 式 给 出 
其 他 N -2 个 特征 值 ; 


A =F (x yo t+2 ,72cos0, ], (5.164) 
其 中 8, =xgA(N -1), 于 是 ,只 要 满足 : 


[Fx Ol- 7 -Ft YI<1 (5.165) 


则 均匀 态 是 线性 稳定 的 .这 样 ,在 无 噪声 干扰 下 ,加 在 满足 (5$.165) 
的 系统 的 上 游 边界 的 控制 信号 将 通过 整个 阵列 的 对 流 形成 一 个 同 
步 前 沿 , 但 是 倘若 引 人 其 至 弱 的 噪声 则 可 在 对 流 不 稳定 性 存在 的 
情形 下 破坏 掉 同 步 的 前 沿 . 根据 标 度 规则 Sx;. (xn) ~ 5; (0) 
e" “人 ( 这 里 人 为 正 值 ), 由 于 对 流 到 下 游 ,初始 的 拢 动 3x, (0) 被 放 
大 ,从 而 导致 了 不 稳定 性 . 

可 以 证 明 , 通 过 增设 附加 控制 器 来 增强 沿 点 阵 链 条 方向 远 处 
的 同步 前 沿 ,在 有 利 的 同步 态 下 则 可 以 消除 “空间 分 盆 ". 在 离 位 置 
1 的 距离 € 所 在 的 位 置 上 ,加 上 一 个 由 (5.162) 所 规定 的 微 扰 形 
式 ,位置 指 标 由 & 单元 来 传送 .如 前 所 述 ,所 加 的 这 些微 扰 只 要 小 
于 预定 值 知 。 即 可 ,对 于 所 附加 的 位 置 重 新 渤 代 这 个 过 程 ,从 过 
去 的 控制 位 置 每 隔 上 单元 ,直到 达到 阵列 的 边界 为 止 .例如 , 取 & 
= 14 ,阵列 有 200 个 座位 ,每 一 千 次 选 代 , 从 随机 初始 条 件 开始 选 
代 , 则 同步 的 前 沿 就 以 一 定 速率 单调 地 向 右边 移动 ,并 以 一 种 周期 
的 方式 进行 演化 . 

现在 的 问题 是 ,如 何 确定 控制 器 之 问 的 距 高 .为 此 ,考虑 附 
加 的 随机 变量 效应 ,假设 所 加 的 随机 变量 为 8 关联 的 在 [- o,c] 
之 间 分 布 的 随机 变量 , 且 加 在 方程 (5.161) 的 右边 ,强度 为 = 的 初 
始 分 布 在 座位 1 处 引入 , 则 均匀 地 被 同步 态 在 位 置 ! 处 在 lfu 时 刻 
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按 ce^ 史 量 级 增长 .假设 井 声 是 连续 地 注 人 系统 ,在 位 置 ! 处 的 
最 大 分 布 是 相应 于 以 =v' 运动 的 对 流 不 稳定 性 .在 v* 下 A(v)/ 
v 是 最 大 的 ,所 以 ”就 是 方程 dfdv[ A(v)]= A (wv)jv 的 解 .初始 
条 件 取 为 均匀 态 ,可 以 看 到 方程 (5.162) 形 式 的 控制 将 设法 把 扰动 
减少 到 O(o) 量 级 ,只 要 Sa > Coe*"* im 即 可 ,这 里 C 为 方程 
(5.162) 中 依赖 于 控制 律 的 增益 系数 .于 是 ,确保 控制 过 程 有 效 的 
控制 器 之 间 的 最 大 距离 为 
~ 1 
六 

其 中 Au ”) 表 示 A(o) 的 导数 . 

由 方程 (5.166) 所 分 开 的 控制 器 作用 下 的 则 步 阵列 行为 在 双 
向 耦 台 (7y: 天 0) 下 可 能 更 加 复杂 

总 之 ,上 述 对 时 空 混沌 系统 的 控制 方法 是 在 几 个 空间 局 域 上 
用 一 个 外 部 参数 施加 小 反馈 微 扰 .虽然 上 述 讨 论 仅 限 于 同步 一 个 
不 动 点 ,但 是 该 法 易于 推广 到 控制 高 周期 轨道 .该 法 的 优点 是 ,只 
涉及 所 控 的 位 置 邻近 的 空间 的 三 个 测量 ,并 可 利用 有 关 技 术 ( 如 包 
络 成 形 的 有 关 知 识 等 ) 来 减少 测量 点 的 数目 ,因而 ,该 法 有 可 能 应 
用 于 实验 . 


< Int 4 ww /Co ) (5.166) 


$5.11 神经 网 络 控制 方法 


国际 上 从 20 世纪 80 年 代 开 始 掀起 了 神经 网 络 研 究 的 热潮 . 
神经 网 络 研究 的 特点 和 趋势 ,不仅 为 计算 机 科学 . 脑 科学 .思维 科 
学 等 提供 了 有 力 的 研究 手段 和 开辟 田 新 的 发 展 前 景 ,而 且 由 于 神 
经 网 络 系统 是 一 种 高 度 复杂 的 非 线性 动力 学 系统 , 它 是 迄今 所 知 
功能 最 强 ,效率 最 高 的 最 完美 的 信息 处 理 系统 ,因此 它 自 然 地 成 为 
非 线性 科学 的 重要 研究 课题 ,特别 是 用 它 来 控制 混沌 的 行为 ,同样 
具有 十 分 诱 人 的 应 用 潜力 . 

人 工 神经 网 络 LANN) 一 般 包 含 若 于 互 连 的 单元 ,这 些 单元 的 
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作用 犹如 模型 神经 元 . 突 触 的 功能 由 一 个 可 更 改 的 权 值 模拟 ,而 权 
值 与 每 条 连接 有 关 . 大 多 数 人 工 神 经 网 络 不 能 反映 树 突 与 轴 突 的 
详细 几何 结构 ,它们 把 一 个 神经 元 的 电 输 出 表达 为 代表 触发 率 , 即 
用 它 的 活性 的 一 个 单一 的 数字 来 表示 . 

每 个 单元 把 它 收 到 的 输入 活性 的 模式 变换 为 一 个 输出 活性 并 
把 它 传播 到 其 他 单元 . 它 分 两 步 完 成 此 变换 ,第 一 步 , 它 把 每 个 输 
人 活性 乘 以 用 于 该 接线 上 的 权 值 , 并 把 所 有 这 些 加 权 输 人 相 加 , 获 
得 一 个 称 为 总 输 人 的 参数 ;第 二 步 ,一 个 单元 使 用 输 和 人 -输出 函数 
把 总 输 人 变换 为 输出 活性 .ANN 的 行为 取决 于 这 些 权 值 及 各 单元 
特有 的 输入 -输出 函数 .概括 地 说 ,神经 元 就 是 ANN 的 基本 单元 ， 


其 功能 有 了 两 个 : 
(1) 实现 权 值 求 和 : 
ui(t) = 2 Ws * S,(E) 
(2) 实现 非 线 性 输出 : 
S(t+1)= fi [u(t)— rtt)] 


这 里 N 为 网 络 中 的 神经 元 总 数 ,u(t) 和 S,(z) 分 别 为 1 时 
刻 第 i 个 神经 元 的 内 部 状态 和 外 部 状态 , Wi 为 1 时 刻 第 j 个 神经 
元 与 第 i 个 神经 元 之 间 的 权 值 ,r (+) 为 z 时 刻 第 i 个 神经 元 的 阅 
值 ,f.(*) 为 非 线性 函数 ,此 聊 数 可 职 不 同 的 形式 ,主要 有 三 种 : 

(1) 符号 函数 或 称 硬 取 阅 函 数 : 

f(z)= +1(z20); -1(z<0) (5.167) 

《2) * 形 函 数 或 称 软 取 阐 函数 : 

f(z)=1/(1 -ee ®) (5.168) 
不 同 的 参数 8, 使 函数 的 形状 不 同 , 当 8-> oo 时 就 退化 为 符号 男 
数 


(3) 线性 取 赋 信函 数 : 
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+1(z 之 a) 
f(x)=4kr (a<rt<+a) (5,169) 
一 1 (x 所 一 a) 


以 上 非 线 性 输出 函数 说 明 , 神 经 元 的 外 部 状态 S, (i) 取 值 在 
[ -1,+1] 区 间 , 而 互 连 权 值 Wi 的 数值 可 取 任 意 实数 ,其 符号 表 
示 互 相 作 用 是 激励 ( 正 号 ?还 是 拖 制 ( 负 号 ), Ws =0 则 表示 神经 元 
六 和 i 之 间 光 相互 作用 .所 有 的 环 , 集 合 , 则 构成 网 络 的 互联 矩阵 ， 
它 是 决定 网 络 动力 学 行为 的 最 重要 参数 . 

ANN 主要 用 于 对 大 脑 神经 系统 的 模拟 和 简化 , 即 它 由 大 重 简 
单 的 非 线性 运算 单元 (或 称 神经 元 ) 通 过 相互 间 的 权 值 连接 而 构成 
信息 处 理 系统 , 它 之 所 以 能 够 较 好 地 实现 智能 信息 处 理 的 任务 , 主 
要 是 ANN 具有 三 大 优点 :一 是 可 学 习性 . 由 于 互 连 矩 阵 是 决定 
ANN 动力 学 行为 的 最 重要 参数 ,而 互 连 权 值 是 可 以 通过 一 定 的 学 
习 算 法 来 调整 的 ,这 一 特点 使 ANN 能 够 适用 于 那些 无 法 编程 计 
算 (或 很 难 编程 ) 以 及 要 求 在 应 用 环境 中 自 适应 的 信息 处 理 任务 . 
二 是 大 规模 并 行 性 .ANN 是 全 体 神经 元 的 共同 参与 下 动态 地 完成 
信息 处 理 任务 的 , ANN 的 大 规模 并 行 性 成 为 智能 决策 的 重要 方 
向 .三 是 具有 联想 和 容错 性 ,此 能 力 又 与 每 个 神经 元 所 具有 的 非 线 
性 功能 分 不 开 . 正 是 ANN 作为 一 种 非 线 性 动力 学 系统 ,具有 十 分 
丰富 的 行为 如 混沌 .分 形 、 分 维 及 稳定 点 等 与 信息 处 理 的 有 趣 关 
系 , 因 此 ANN 成 为 研究 视 沌 控制 的 一 种 新 途径 .ANN 作为 一 种 
新 型 智能 信息 处 理 系 统 ,只 有 实现 了 具有 相当 规模 的 硬件 系统 之 
后 ,才能 真正 显示 出 上 述 三 大 优点 .下 面 我 们 用 数学 术语 来 描述 神 
经 网 络 . 

反 向 传播 算法 .假设 单元 j 是 输出 层 中 的 一 个 典型 单元 ,而 单 
元 i 是 前 面 一 层 中 的 一 个 典型 单元 .输出 层 中 的 一 个 单元 借助 于 
下 列 两 步 来 确定 它 的 活性 .首先 , 它 用 下 面 公式 来 计算 总 加 权 输 入 
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为 = DW,Y. (5.170) 


上 式 中 ,Wi; 为 第 i 个 单元 和 第 j 个 单元 之 间 的 连接 线 的 权 值 ,YY， 
为 前 面 一 层 中 第 i 个 单元 的 活性 水 平 . 

其 次 ,该 单元 使 用 总 加 权 输 入 的 某 个 函数 来 计算 活性 Y, ,一 
般 可 用 S 函数 : 


Y=1/(1+e ™ (5.171) 
在 确定 所 有 输出 单元 的 活性 之 后 ,网 络 便 计算 误差 已, 即 已 = 
亏 D(Y, - qd,)* ,其 中 Y, 是 项 上 一 层 中 第 j 个 单元 的 活性 水 平 ， 
di 是 第 ; 个 单元 的 期 望 输 出 
反 向 传播 算法 主要 有 下 列 四 个 步骤， 
第 一 ,计算 一 个 输出 单元 的 活性 改变 时 误差 的 变化 率 ,此 误 关 
导数 (EA) 是 实际 活性 和 期 望 活性 问 的 差 值 : 
EA,=3E/3Y,= Y,-—d, (5.172) 
第 二 ,计算 一 个 输出 单元 所 收 到 的 总 输 和 人 变化 时 误差 的 变化 
率 ,此 参数 (EI) 等 于 上 述 步 又 的 结果 条 以 一 个 单元 的 总 输入 变化 
时 其 输出 的 变化 率 , 即 


aE _ 9E9Y,_ 
EL -3 7a EL YY) (5.173) 
第 三 ,计算 当 作用 在 接 人 一 个 输出 单元 的 接线 上 的 权 值 改变 
时 误差 的 变化 率 ,此 参数 (EW) 等 于 步骤 二 的 结果 乘 以 接线 出 发 


的 那个 单元 的 活性 水 平 , 即 
EW, = 了 二 了 二 sm = ELY, (5.174) 


第 四 ,计算 前 面 一 层 中 一 个 单元 的 活性 改变 时 误差 变化 有 多 

快 ,此 乃 关键 一 步 , 它 允许 反 向 传播 能 用 于 多 层 网 络 . 当前 面 一 层 

中 一 个 单元 的 活性 改变 时 , 它 会 影响 到 该 单元 连接 的 所 有 输出 单 
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元 的 活性 ,为 了 计算 对 误差 总 的 影响 ,我 们 可 以 对 各 输出 单元 的 所 
有 这 些 单独 的 影响 相 加 .每 个 单独 影响 的 计算 等 于 步 缀 二 的 结果 
乘 以 用 该 输出 单元 的 接线 上 的 权 值 , 即 


EA,= 疆 -= >， 二 aE 人 = PELW (5.175) 
i i 


运用 步 又 二 及 四 ,我 们 可 以 把 后 面 一 层 单元 的 EA 变 成 前 面 
一 层 单元 的 EA. 为 了 得 到 和 期 望 的 那么 多 的 前 面 各 层 的 EA, 可 
重复 此 计算 步骤 .已 知 一 个 单元 的 EA 之 后 , 便 可 应 用 步 又 二 及 三 
来 计算 用 在 它 的 输入 接线 上 的 EW. 

倘若 网 络 的 单元 都 是 线性 的 , 反 向 传播 算法 则 易 理解 ,此 法 先 
计算 EA, 再 计算 每 个 EW. 对 于 输出 单元 ,EA 只 是 实际 输出 和 期 
望 输出 之 同 的 差 值 .为 了 计算 恰 在 输出 层 前 面 那 层 中 一 个 隐匿 单 
元 的 EA, 首 先 要 辨别 该 隐 载 单元 及 与 它 相 连 的 那些 输出 单元 之 
间 药 所 有 权 值 ,然后 把 这 些 权 值 乘 以 这 些 输出 单元 的 EA, 再 把 这 
些 乘积 相 加 .此 和 值 就 等 于 所 选 定 的 那个 隐匿 单元 的 EA. 计 算出 
在 输出 层 前 面 的 隐匿 层 中 的 所 有 EA 值 之 后 ,我 们 可 以 用 类 似 的 
方式 计算 出 其 他 各 层 的 EA 值 , 朝 着 与 活性 传播 过 的 相反 方向 逐 
层 计算 下 去 .这 也 就 是 取 名 为 反 向 传播 的 缘故 . 

对 于 非 线 性 单元 , 反 向 传播 算法 如 上 已 述 ,在 反 向 传播 前 , 必 
须 把 EA 变换 为 El 已 证 明 反 向 传播 法 对 训练 多 层 网 络 完成 各 种 
任务 是 好 工具 .在 输入 和 输出 之 间 的 关系 为 非 线性 及 训练 数据 充 
是 时 , 它 最 为 有 用 . 

应 用 神经 网 络 法 学 习 控制 动力 学 行为 ,这 一 课题 的 研究 可 以 
追溯 到 20 世纪 80 年 代 后 期 及 20 世纪 90 年 代 初 期 .该 法 的 精 钥 
是 ,利用 其 实际 行为 与 期 望 行为 之 间 的 误差 信号 去 自 适应 神经 元 
的 突 触 权 人 入 J ,以 便 使 这 个 误差 减 至 最 小 值 甚至 为 零 .这 个 训练 
学 习 过 程 就 是 上 述 的 反 向 传播 算法 ,为 了 训练 突 触 权 值 ,我 们 所 用 
的 误差 测度 就 是 均 方 偏差 : 
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E,.=(X,— 大 (5.176) 


这 里 n 指 离散 动力 学 的 第 n 次 选 代 ,不 表示 (ze zs-izo-N) 
在 N+1 选 代 步 数 时 的 动力 学 轨迹 且 在 受 控 系 统一 般 为 d 维 相 
空间 内 ,而 X。 为 所 期 望 轨迹 (或 称 目标 轨迹 了 ) .于 是 该 均 方 偏差 
可 以 用 来 产生 一 个 突 触 权 值 的 松弛 动力 学 ,并 在 突 触 权 值 的 空间 
内 寻求 E, 的 局 域 最 小 值 


Ln th) = (nm) -Ay (5.177) 


其 中 4 称 为 学 习 率 . 以 这 种 方式 ,对 其 输 和 人 的 响应 便 是 产生 突 触 
权 值 的 自 组 织 .在 图 5.13 中 给 出 了 用 一 个 神经 网 络 达 到 学 习 和 控 
制 动 力学 系统 ， 


5.13 神经 网 络 哇 实现 对 动力 学 行为 的 学 习 和 控制 的 示意 图 


应 用 由 几 个 隐匿 层 组 成 的 神经 网 络 及 反 向 传播 法 , 虽 可 以 高 
精度 实现 (完成 ) 复 杂 的 控制 任务 ,但 是 , 当 网 络 很 大 及 精度 要 求 很 
高 时 ,训练 相位 则 要 耗费 大 量 时 间 , 这 对 于 许多 实际 应 用 是 不 利 
的 .为 此 ,Deppisch,Bauer 和 Geisel 提出 了 神经 网 络 的 串 级 训练 算 
法 , 它 与 标准 的 反 向 传播 法 比较 ,在 相同 的 研究 例题 下 ,此 法 可 以 
减少 学 习 时 间 竟 达 三 个 数量 级 ,显示 了 很 大 的 优越 性 .该 法 特点 
是 ,对 一 个 串 级 结构 连续 训练 ,并 利用 反 向 传播 和 配合 的 梯度 算法 
{conjugate gradient algorithms) 已 经 成 功 地 研究 了 高 精度 的 输出 . 
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作为 例子 ,他 们 已 应 用 于 对 混沌 时 间 序 列 的 预测 .图 5.14 给 出 了 
神经 网 络 串 级 训练 的 示意 图 .近年 也 提出 了 对 前 馈 型 ANN 的 快 
速 训练 算法 ,让 我 们 应 用 神经 网 络 技术 ,建立 一 个 三 层 感 知 机 
(three-layer perceptron) ,其 输入 层 提供 输入 矢量 多 的 KK 分量 , 隐 
匿 层 以 7 为 移 医 单元 而 具有 可 变数 为 ,一 个 线性 输出 单元 可 以 
把 输出 重 标 成 任何 范围 .我 们 用 (K,L,71) 规 定 每 层 中 的 单元 数 ， 
其 中 工 为 输出 单元 个 数 ,然后 对 这 些 网 络 进行 分 类 .各 个 单元 完 
成 前 后 一 层 的 输出 的 加 权 求 和 ,此 外 隐 玛 单元 由 S 型 变换 郴 教 有 
来 完成 变换 ,第 二 和 第 三 房 的 输出 分 别 为 


O, = g( DwaX, + @,) 
[4 


O= SlwO+8 


图 5.14 神经 网 络 的 串联 其 练 的 示意 图 


这 里 w, wn 和 6B, 都 是 系统 的 参数 .训练 相位 时 ,调整 这 些 参 数 ,以 
便利 用 反 向 传播 算法 或 修正 法 来 产生 上 所 期 望 的 输出 .假设 由 一 个 
图 样 集 乡 定义 一 个 总 任务 . 误差 测度 可 定义 为 对 鲍 忆 多 的 整个 图 
样 集 求 二 次 平均 : 


一 flzo) ~ fx,) ?22 
"- [Te )], 
图 5.14 中 输入 信号 反馈 到 所 有 的 子 网 络 中 去 .误差 即 网 络 1 的 现 


今 输 出 与 目标 输出 之 间 的 差 值 ,首先 通过 网 络 1( 打 开 伍 头 ) 反 向 
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传播 以 便 修 改 其 权 值 .在 网 络 1 训练 之 后 ,该 差 值 作为 下 一 个 网 络 
的 目标 输出 ,以 此 类 推 . 

其 中 f 由 网 络 输出 0 所 给 出 的 了 的 近似 函数 ,o 为 了 的 标准 偏 
差 .倘若 绩 是 用 于 训练 的 图 样 集 ,下 称 为 学 习 误 差 .为 了 预测 误差 
我 们 利用 一 个 不 相连 的 图 样 集 有 CC9, 且 鲍 门 名 = 放 .应 用 标准 学 
习 算 法 ,我们 可 以 看 到 几 个 问题 ;(1) 训 练 很 难 .因为 训练 相位 要 花 
巨额 计算 时 间 , 如 对 于 大 约 100 个 相连 尺寸 和 10“ 量 级 的 图 样 集 
尺寸 ,要 在 一 个 工作 站 上 计算 一 天 时 间 .(2) 权 值 不 同 的 随机 初 值 
需要 不 同 数目 的 学 习 步 骤 以 减少 误差 测度 .(3) 原 则 上 应 用 大 网 络 
才 比 较 有 效 .(4) 倘 车 想 用 一 个 较 小 的 网 络 能 解决 一 个 问题 , 则 较 
小 的 网 络 不 仅 需 要 对 单个 学 习 步 骤 计 算 时 间 要 少 ,而 且 要 求 达 到 
所 需 误差 测度 的 学 习 步 又 也 要 少 . 再 则 , 同 大 网 络 ( 具 有 太 多 的 自 
由 度 ) 相 比较 , 拓 广 的 能 力 得 到 改善 . 以 上 表明 :普通 学 习 算 法 , 诸 
如 反 向 传播 算法 .配合 梯度 算法 都 无 法 开拓 大 网 络 的 优点 ， 

Deppisch 等 人 根据 Moody 的 思想 ,发 展 了 针对 上 述 问题 的 一 
种 对 多 层 感知 机 的 新 算法 ,该 法 允许 简便 地 训练 大 网 络 . 图 5.14 
已 示 出 了 该 法 的 原理 图 .一 个 输入 信号 同时 输入 几 个 网 络 中 ,这 些 
网 络 都 是 一 个 个 贯彻 执行 完全 分 开 的 部 分 ,接着 ,这些 部 分 以 这 样 
的 一 种 方式 用 一 个 目标 ( 靶 ) 信 号 进行 训练 , 即 所 有 的 输出 之 和 接 
近 于 目标 信号 .第 一 步 是 训练 网 络 1 直到 学 习 误 差 达到 饱和 为 止 . 
其 次 让 网络 1 不 变 , 训 练 网 络 2 以 修正 网 络 1 的 目标 信号 与 输出 
之 间 的 差 值 .我 们 逐个 增加 更 多 的 网 络 部 分 ,理想 地 使 总 网 络 的 误 
差 由 每 部 分 都 碱 少 一 个 数量 级 ,最 后 ,我 们 把 训练 过 的 部 分 都 连接 
起 来 形成 一 个 单 并 行 网 络 ,由 于 把 一 个 标量 输出 推广 到 一 个 矢量 
输出 是 直截了当 的 ,所 以 我 们 只 用 一 个 输出 单元 解释 网 络 过 程 .图 
5.14 中 示 出 如 何 连 接 两 个 网 络 的 简单 例子 .输入 单元 都 是 只 由 输 
人 和 值 提供 的 非 过 程 单元 ,因而 可 以 是 相同 的 .隐匿 单元 仍然 是 不 变 
的 ,而 两 个 输出 单元 现在 合 而 为 一 .这 个 单元 把 所 有 过 去 的 输出 总 
体 给 出 一 个 目标 输出 和 的 近似 值 ， 

为 了 比较 起 见 ,已 经 对 整个 网 络 系统 进行 了 训练 , 且 确 定 其 训 
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练 速度 和 学 习 时 间 . 例 如 以 逻辑 映像 为 典型 例子 作为 一 个 试验 系 
统 以 及 与 不 同 预报 算法 进行 比较 的 标准 .比如 ,训练 中 采用 200 个 
采样 的 图 样 集 邹 ,对 具有 一 个 隐 层 层 (2 到 15 隐匿 的 S$ 单元 ) 的 
逻辑 映像 进行 训练 . 一 方面 应 用 配合 的 梯度 算法 (这 里 梯度 用 反 向 
传播 算法 计算 ) 来 使 完全 网 络 的 误差 减 至 最 小 , 另 一 方面 减少 逐个 
网 络 部 分 ,用 非 串 级 方法 , 归 一 化 均 方 根 学 习 误 善 达到 饱和 值 
10“ ,但 是 应 用 审 级 方法 则 不 仅 减 少 计算 时 间 ,而 号 精度 比 前 者 高 
达 10 倍 , 即 实际 为 10“. 在 两 者 情形 中 ,对 于 1000 个 采样 的 图 样 
集 多 ,预测 误差 都 仅 为 上 述 学 习 误差 的 百 分 之 几 ,并 且 可 以 避免 
其 他 问题 (如 coverfitting 问题 等 ). 申 级 方法 对 于 在 合理 的 时 间 内 
训练 高 精度 的 网 络 是 一 个 合适 的 工具 , 它 已 经 被 应 用 于 预言 两 个 
混沌 系统 , 卸 逻 辑 上 映像 和 Rossler 系统 . 

神经 网 络 法 实现 对 混沌 的 控制 迄今 有 许多 感 兴趣 的 问题 尚 待 
研究 ,诸如 :对 于 一 个 给 定 的 控制 任务 ,网 络 的 最 佳 尺寸 是 多 少 ? 
成 功 控制 的 机 理 及 失败 的 原因 何在 ? 在 给 定 的 受 控 时 序 与 所 要 求 
的 控制 (任务 的 ) 特 性 及 网 络 的 互 连 性 之 间 究 竟 有 何 关系 .如 何 实 
现 以 混沌 控制 为 目标 的 ANN 的 硬件 系统 (如 电子 技术 ,光学 技术 
趟 光子 技术 等 ) ,等 等 .Hentschel 和 Jiag 对 其 中 部 分 问题 进行 了 探 
讨 (限于 对 人 逻辑 映像 中 的 不 动 点 的 控制 ). 

研究 表明 ,并 非 在 任何 情况 下 都 能 应 用 ANN 方法 实现 对 混 
小 的 给 定 控制 目标 ,比如 对 修 辑 映像 ,在 某 些 控制 信和 号 下 可 使 目标 
序列 的 某 些 期 望 达到 所 和 需 的 误差 ,网络 也 可 以 提供 这 样 的 控制 信 
号 ; 另 一 种 情形 是 可 以 达到 目标 动力 学 所 期 望 的 误差 ,但 是 所 用 的 
网 络 却 不 能 提供 控制 信和 号 ,最 差 的 情况 就 是 对 受 控 方程 加 入 任何 
控制 信号 ,都 不 能 完成 所 期 望 的 控制 任务 .这 就 要 对 具体 问题 作 深 
入 的 分 析 和 采取 恰当 的 技术 方法 以 及 网 络 类 型 . 

运 今 神经 网 络 的 研究 已 成 为 众多 学 科 与 技术 学 科 共 同 关注 的 
重大 课题 ,混沌 控制 及 其 应 用 必 和 将 在 该 交叉 科学 的 研究 中 互相 促 
进 , 共 同 获 益 . 
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$5.12 控制 混沌 的 其 他 方法 


近 些 年 来 ,混沌 控制 的 研究 蓬勃 展开 ,学 者 们 提出 了 各 种 各 样 
的 控制 方法 ,有 普遍 性 的 方法 ,也 有 特殊 适应 的 方法 ,前 11 节 我 们 
已 经 论述 许多 颇 有 代表 性 的 典型 方法 ,下 面 我 们 将 若干 发 展 迅速 
的 方法 作 一 下 介绍 . 


§5.12.1 “振东 骸 收 器 "技术 


这 种 技术 的 原理 比较 简单 ,但 却 有 着 广泛 的 应 用 ,基本 思想 可 
以 用 一 辆 卡车 轮子 的 运动 来 病 明 ,由 于 道路 崎 岷 不 平 ,车 轮子 的 运 
动 方向 发 生变 化 ,于 是 车 上 的 芒 置 便 发 生 了 不 可 预测 的 混沌 振动 . 
为 了 抑制 这 类 振动 ,通常 的 办 法 就 安装 震动 吸收 器 .对 于 非 线性 动 
力学 系统 ,就 等 价 于 附加 一 个 动力 学 系统 ,让 它 起 到 抑制 混沌 振 葛 
的 作用 .学 者 们 于 1993 年 建议 将 此 法 应 用 于 混沌 控制 .图 5.15 
(a) 为 振 落 吸收 器 的 示意 图 . 它 是 通过 把 一 个 原来 的 混沌 与 一 个 简 
单 的 附加 自治 系统 耦合 起 来 达到 控制 效果 , 其 控制 器 可 为 线性 的 
也 可 为 非 线性 的 ,可 用 下 列 方程 描述 : 


P=g(y,p) (5.178) 


这 里 py 为 吸收 器 的 多 数 集 且 可 变化 ,与 受 控 的 混沌 动力 学 按 下 列 
耦合 成 总 体 方程 组 为 
=F(X,R)+A(Y— XX) 
{5.179) 
Y=g(X,n)+8(X— Y) 
这 里 8 和 48 是 耦合 矩 姓 . 
该 法 的 物理 实质 是 通过 吸收 器 对 原来 的 混沌 系统 进行 修正 ， 
使 得 在 原来 的 混沌 吸引 子 内 获得 一 个 新 的 稳定 周期 轨道 .该 法 不 
仅 对 力学 系统 (如 Duffing 系统 ) 及 化 学 系统 (如 Rossler 系统 等 )， 
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{09)“ 担 落 颈 收 顺 ” 的 概念 未 可 图 。 1b) Chua 线 路 及 其 “振荡 吸收 闫 ”的 具体 电路 阁 


图 5.14 


而 且 对 一 些 电路 也 是 有 效 的 .图 $.1S$(b) 给 出 了 闭 各 的 产生 混沌 
的 Chua 电子 线路 及 其 “ 混 污 振荡 吸 收 器 "线路 .该 “吸收 器 "就 是 
一 个 并 联 的 RLC 电路 , 它 与 Chua 线路 通过 电阻 器 R, 相 砚 合 , 找 
述 这 个 总 体系 统 的 动力 学 方程 的 无 量 岗 形式 为 


¥=2[Y-X-g(X)] (5.180) 
YX=Y+Z+te(Y 一 Y) (5,181) 
ZZ=-pY (5.182) 
Y'=a[-yy +2 +te(Y—-Y')] (5.183) 
区 = 一 外 也 (5.184) 


其 中 (Y ,Z ) 是 “吸收 器 "变量 ,se(Y - Y) 为 线性 “反馈 "项 ,此 项 
反映 “吸收 器 "附加 在 Chua 线路 的 方程 (5.182) 中 用 以 修正 控制 
的 作用 .选择 不 同 的 se, 则 可 在 原 混 沌 线路 中 获得 各 种 稳定 的 源 近 
行为 . 

该 方法 的 技术 特点 是 易于 实现 .在 许多 情形 下 ,要 用 尝试 办 法 
当选 择 目 标 行为 ,如 从 分 盆 图 的 研究 中 选取 ,这 通常 在 实际 中 不 易 
达到 .此 外 ,该 技术 要 求 对 原 系 统 进行 重新 设计 ,因为 它 要 对 系统 
的 参数 进行 大 的 改变 或 者 要 附加 于 系统 进去 . 


§5.12.2 直接 利用 "蝴蝶 效应 "控制 混 浅 


混沌 的 开拓 者 Lorenz 曾 形象 地 比喻 Lorenz 吸引 子 恰 如 蝴 蝶 
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的 双 埃 ,它们 对 初始 条 件 及 微 扰 具 有 指数 敏感 性 ,该 特性 反映 了 非 
线性 系统 的 本 质 特征 ,在 他 研究 了 空气 对 流 的 “蝴蝶 效应 "之 后 , 科 
学 地 揭示 了 天 气 预报 的 长 期 不 可 预测 性 .但 是 近年 来 随 着 混沌 控 
制 方法 及 技术 的 发 展 ,为 人 们 最 终 驾 驭 这 种 “蝴蝶 效应 ” 即 进 行 有 
效 的 混沌 控制 提供 了 各 种 途径 . 

近年 来 ,学 者 们 发 展 了 一 种 所 谓 直 接 利 用 混沌 吸引 子 控制 所 
期 望 的 目标 行为 的 简单 法 , 即 利 用 “蝴蝶 效应 ”进行 混沌 控制 . 


le 


5.16 从 和 殿 型 的 源 点 到 达 目 标 邻 域内 所 和 需 的 平均 时 间 ( 当 引 = 6,) 与 邻 域 
大 小 5 的 关系 . 契 线 为 无 控 时 依赖 关系 . 实 线 为 该 法 所 控 后 的 依赖 关系 


学 者 们 从 理论 上 证 明了 该 法 是 快速 简单 和 有 效 的 . 当 所 研究 
的 非 线 性 系统 无 微 扰 时 ,从 系统 的 吸引 子 中 某 个 源 点 X, 运动 到 
和 欲 控 制 的 目标 点 X, 附近 的 一 个 e, 小 邻 域 内 ,其 所 禹 的 时 间 为 


ro 一 (1ve,)2 {5.185) 


这 里 DD 为 信息 维 数 ,无 控 时 ,zs 随 目 标 邻 域 的 尺寸 大 小 成 署 次 地 
增加 . 

然而 ,对 于 可 以 得 到 的 系统 参数 , 当 对 它 经 过 恰当 选择 的 小 微 
扰 之 后 , 则 同样 从 X, 到 XX, 所 需 的 时 间 大 为 减少 ,这 时 时 间 变 为 


rsAi ln(1/8e) + |4,| ‘In(1/e,) (5.186) 
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其 中 6é 为 微 扰 后 系统 状态 的 改变 量 ,4, 为 正 的 李 雅 普 诺 夫 指数 ， 
Az 为 负 的 李 雅 普 诺 夫 指数 . 当 距 一 e 时 ,由 上 上 式 退 化 为 


z 一 In(1ve,) (5.187) 


由 此 可 见 :r 比 r 确实 大 为 缩短 .如 图 5.16 所 示 . 

理论 结果 不 仅 为 弹性 体 实验 所 证 实 , 而 且 可 拓 广 应 用 于 高 维 
非 线性 系统 中 目标 控制 .该 法 的 最 大 优点 是 ,无 需 预知 系统 的 理论 
模型 的 有 关 知 识 ,利用 简单 的 技术 就 可 从 实验 上 实现 快速 控制 混 
沌 的 目的 .其 对 小 幅度 噪声 及 误差 所 导致 的 影响 不 大 ,适用 于 对 一 
维 映像 及 一 些 实际 系统 中 的 混沌 控制 . 


$5.12.3 利用 外 部 噪声 控制 混沌 


近 些 年 来 ,人 们 对 空间 广 延 的 动力 学 系统 及 其 混沌 的 控制 做 
了 一 定 的 研究 ,这 些 系 统 诸 如 神经 网 络 .社会 系统 .经济 系统 以 及 
耦合 振子 等 ,其 可 以 用 一 组 联 立 微分 方程 或 选 代 映 像 来 描述 .人们 
可 以 用 外 部 噪声 来 控制 这 些 系 统 中 的 混沌 . 

考虑 由 NN 个 功能 相同 的 神经 元 所 组 成 的 神经 网 络 系统 :| S， 
(zt) 三 12N, -1 魏 Si 委 1, 这 里 每 个 神经 元 5S, 通过 耦合 变 
量 J; 与 所 有 的 其 他 神经 元 相连 接 ,.J; 都 是 不 相关 高 斯 随机 变 基 ， 
其 统计 性 质 为 :< 而 > =0 以 及 [J 1=17N , 方 插 号 表示 对 所 有 霓 
合 (变量 ) 求 “ 狗 炮 "平均 .采用 神经 元 更 新 的 并 行动 力学 ; 

S(t+1)= ph (2)) ,i=1,2,.,N (5.188) 

假设 传输 晴 数 g( 二 ) 为 亲 函 数 , 以 及 在 上 一 + %% 时 接近 +1. 而 且 
9( 二 ) 在 =0 邻 域 按 下 列 增长 


agp(h) 


=g (5.189) 


这 里 g >0 称 为 增益 参数 ,神经 元 S, 的 内 场 为 
h(t) = DHS (1) + & (1) {5.190) 
EE 
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其 中 & 为 外 部 白 品 声 ,统计 性 质 为 
<&>=0 
EE (E> = 0 8656. (5.191) 
其 中 < ,> 表示 对 强度 为 a? 的 噪声 求 “ 热 "平均 . 
为 研究 网 络 的 动力 学 性 质 , 我 们 对 下 列 生成 函数 求 微分 : 


[z(21, = [| IT,, OD 


» exp 


- Shh? ls) - 2), ih(2)h (2) 


+ Zs (CS C2) + ADEA 


(5,192) 


这 里 归 一 化 为 [2Z(0)], 二 1. 经 过 一 些 计 算 之 后 ,整个 系统 的 动力 
学 在 热力 学 极限 下 可 以 退化 为 一 个 有 效 的 单 神经 元 方程 : 


S(t1+1)=5,,1 = g(h,) (5.193) 


内 场 h, 现在 为 依赖 时 间 的 自治 高 斯 场 (具有 惟一 鞍点 方程 求 得 的 
零 平 均值 ) : 


hh >= 6, +< SS > 
= 6. +t< pih gh) > (5.194) 


研究 (5.193) 及 (5.194) 可 得 与 (5.188) 相 同 的 动力 学 性 .于 是 
我 们 可 以 定义 网 络 的 活性 (activity) ; 


K=<hi>=o +< gph)> 
= 0 +| Dzrg’(V Kiiz) (5.195) 


其 中 简略 符号 Dz 二 dx (2x)"'?exp| 一 zz: /21 ,估算 (5.195) 可 得 出 
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不 动 点 K" ,如 图 5.17 所 示 . 对 于 小 入 ,得 到 
K,=o +g’K, +O(K’.,) ($.196) 


只 在 无 蝶 声 时 才 存 在 平凡 不 动 点 K“ =0 且 对 于 g<1 是 稳定 的 . 
对 于 ao?>0 或 g>>1 可 以 发 现 只 有 一 个 具有 非 零 医 人 性 的 稳定 不 动 
点 ,0<K' < 扫 1+ oo’. 


图 5.17 由 不 动 点 方程 (5.193) 所 确定 的 平衡 态 活 性 的 图 解 . 实 线 胡 示 方程 
的 右边 ,虚线 表示 方程 的 左边 .g = 1;,2. 品 声 把 曲线 移 到 更 高 值 . 


为 了 寻找 混 汪 区 域 ,可 以 建立 一 个 系统 的 复制 品 ,复制 系统 的 
初始 条 件 与 原 系 统 差 别 无 限 小 , 且 品 声 相同 (1) = (zt). 利 用 
生成 函数 ,可 以 研究 两 个 复制 系统 之 间 的 关联 ,所 复制 的 有 效 神经 
元 方程 为 


Si = ph:) 
(hh) = ob, + (S'S) 
= 到 人 + (gp(hei) gh )) (5.197) 
其 中 a,8=1,2. 
现在 从 下 式 : 


_ 1 +. 1 ({S1,, S52,.)) 
A= lim i 71ogz “UST Sy (5.198) 
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导出 最 大 Lyapunov 指数 . 
假设 平衡 态 
K= EK’ = ((h)) = (kh:)) 《5.199) 
以 及 定义 两 个 所 复制 的 神经 元 之 间 的 关联 为 
C= (hihl) = og + (9!5?) 


= s+[ DDp(VRz) [3 /Ee 
5 | -Dy da RE 


(5.200) 
方程 人 65.199) 可 退化 为 
1 dG, 
= eg 50.7 | ,., 
= Tim| DrLp(V/ Rx) (5.201) 


对 于 无 噪声 情形 及 g 委 1 时 ,这 里 系统 处 于 平凡 不 动 点 K" =0, 于 
是 可 得 
A=logsg (5.202) 


当然 也 可 以 利用 随机 和 矩阵 的 特征 谱 的 椭圆 律 求 得 平凡 不 动 点 的 稳 
定性 结果 . 
在 无 噪声 情形 及 g >1 时 ,这 个 系统 出 现 混沌 ,在 每 个 有 限 唆 


声 时 对 于 g 一 co ,斯 近 行为 = 可 log2, 且 具有 上 述 特性 的 传输 函 


数 . 
我 们 具体 选择 下 列 情况 作 进 一 步 讨论 ， 


一 工 ， 对 于 有 <-1/g 
p(k)=4 Bh， 对 于 -1/g 所 hh 和 +1/g (5.203) 


+1， 对 于 +1/g< 之 hh 
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为 了 计算 一 定 品 声 及 增益 参数 下 的 李 雅 谱 诺 夫 指 数 , 我 们 必须 利 
用 (5.196) 估 算 并 代入 (5.202) 来 寻找 不 动 点 天 ”. 为 此 ,不 得 不 用 
数值 方法 来 达到 这 点 ,如 图 5.18 所 示 . 在 g 一 co 极限 下 ,我们 求 得 


K*=1+o 


2 
FRR A {5.204) 


1 
A= logz 


与 我 们 所 期 望 的 那样 , 源 近 行为 为 4= 士 logs &. 


由 上 所 见 ,在 哄 声 的 影响 下 ,系统 的 动力 学 行为 发 生 引 人 注目 
的 变化 .一 般 地 说 ,外 部 噪声 可 使 神经 网 络 的 活性 KKK“ 增 太 . 对 于 
8 仿 g。 , 当 噪 声 起 作用 时 ,活性 则 以 非 线 性 方式 大 大 增强 . 随 着 只 
声 的 不 断 增 大 ,系统 进入 混沌 的 临界 指数 随 之 被 移动 到 较 大 值 ,如 
图 5.18 所 示 . 对 于 小 噪声 ,已 发 现 浙 近 行为 g, = 1- 天 Lnc .对 
于 大 呢 声 , 则 g。 = V3725 .由 此 得 出 结论 :只 要 适当 改变 系统 外 
部 的 噪声 强度 , 则 可 实现 神经 网 络 系统 从 混沌 态 到 有 序 态 的 转变 ， 
其 物理 机 制 仍然 是 相应 于 李 雅 普 诺 夫 指数 从 正 值 向 负 值 转变 . 

Molgedey 等 人 对 具有 随机 相互 作用 的 MeCulloch-Pitts 神经 
元 的 完全 连续 网 络 的 动力 学 的 MFE 进行 了 求解 ,计算 了 在 外 部 
噪声 作用 下 动 为 学 的 相 图 ,如 图 5.18、 图 5.19 所 示 . 他 们 的 结果 
表明 :平均 场 方程 (MFE) 对 于 离散 的 并 行动 力学 比较 连续 时 间 模 
型 大 为 简化 .因此 ,该 法 有 可 能 应 用 于 其 他 空间 广 延 前 非 线 性 系 
统 ,如 神经 网 络 或 具有 非 对 称 耦合 ,或 时 间 延 迟 相互 作用 的 振 葛 器 
系统 .他 们 已 经 利用 蒙特 卡 洛 方法 对 MFE 进行 了 模拟 ,研究 了 神 
经 网 络 的 最 大 李 雅 普 诺 夫 指 数 与 对 称 性 以 及 与 相互 作用 的 延迟 时 
间 的 依赖 关系 . 

Maritan 及 Banavar 已 经 证 明 ; 在 以 相同 虞 声 作用 下 的 两 个 混 
证 系统 ,只 要 噪声 强度 足够 大 ,它们 就 可 以 达到 混沌 同步 ， 
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图 5.18 不 同 " 值 下 服 大 李 雅 善 诺 夫 指数 与 增益 参数 5 的 函数 关系 
实 线 :=0, 点 线 :ao= 1 虚线 :c=2. 在 &=1 处 在 无 井 声 情形 出 现 
尖锐 弯曲 ,此 表明 出 现 非 零 活性 的 相 变 


规则 (有 终 ) 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 
a 


图 5.19 具有 非 对 称 炮 人 台 无 穷 区 域 的 神经 网 络 在 外 部 噪声 作用 下 的 相 图 
$5.13 非 线 性 系统 中 混沌 同步 原理 


在 自然 界 及 实验 中 存在 大 量 的 同步 现象 ,但 是 ,发 现 混沌 同步 
现象 , 却 是 20 世纪 90 年 代 初 的 事情 ,首先 由 美国 学 者 Pecora 和 
Carrol 在 电子 线路 的 专门 设计 的 实验 中 实现 两 个 系统 的 混沌 同 
步 .这 既是 令 人 吃惊 ,又 是 引人入胜 的 发 展 ,因为 混沌 行为 的 最 大 
特点 就 是 ,运动 久 线 对 初始 条 件 具 有 商 度 的 敏感 性 ,所 以 以 前 认为 
在 实验 室内 重 构 相 同 的 完全 网 步 的 混沌 系统 简直 是 不 可 能 的 事 
情 .但 是 , 混 关 同步 的 发 更 打开 了 新 天 地 ,具有 诱 人 的 应 用 发 展 前 
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景 . 

Pecora-Carroll 的 混沌 同 步 的 实验 方案 是 以 马里 兰 大 学 的 
Robert Newcomb 设计 的 电路 为 基础 ,研制 了 一 个 能 产生 混沌 的 非 
线性 电路 ,该 电路 作为 驱动 系统 ,并 且 它 可 以 分 成 一 个 稳定 的 子 系 
统 及 一 个 不 稳定 的 子 系统 ,然后 ,完全 复制 一 个 与 稳定 的 子 系统 相 
同 的 电路 就 叫做 响应 系统 , 即 被 驱动 电路 .这 两 个 电 有 路 只 差 一 个 重 
要 元 件 ， 

以 驱动 电路 的 混沌 信号 为 驱动 信和 续 , 把 两 个 电路 连接 在 一 个 
共 公 点 zi 上 ,整个 实验 线路 示 于 图 5.20. 中 、 上 部 为 驱动 电路 ,下 


驱动 电路 


5.20 ”Carroll-Pecora 渴 范 同步 方案 的 实验 线路 图 
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部 为 响应 电路 .从 zx, 和 zx, 分 别 输入 信号 和 输出 信号， 

为 了 验证 同步 ,从 实验 上 只 要 在 双 相 示波器 上 分 别 接 人 =， 
处 的 输出 混沌 信号 及 在 响应 电路 x, 处 的 输出 混沌 信号 便 知 .倘若 
示波器 上 看 到 一 条 时 45* 的 直线 ,如 图 5,21 所 示 , 则 表明 它们 达到 
了 完全 同步 ,实验 中 可 能 由 于 复制 电路 不 够 精确 或 变换 的 缘故 , 导 
致 看 到 的 是 一 条 有 一 定 宽 度 的 粗 线 ,这 表明 它们 同步 得 不 理想 ,但 
是 ,实验 表明 ,允许 线路 中 的 元 件 有 一 定 的 误差 范围 ,只 要 通过 适 
当 的 调整 之 后 ,在 满足 混沌 同步 的 条 件 下 ,它们 比较 容易 达到 完全 
同步 ,并 且 它 们 对 小 环境 噪声 及 微小 参数 变化 具有 和 鲁 棒 性 , 即 该 混 
巧 同 步 电 路 具有 抗 干扰 性 ,这 对 实验 应 用 是 有 利 的 . 


22 
图 5.21 与 图 相应 的 指 沌 同步 的 相 图 ,在 略 去 暂 态 过 程 之 后 的 相 图 旦 直线 关系 
$5.13.1 同步 的 定义 及 渐 近 稳定 性 定理 


这 里 采用 He 和 Vaidya 有 关 同 步 的 定义 及 定理 ,同步 定义 : 考 
虑 两 个 系统 ,一 个 驱动 系统 为 


不 = F(t,X) {5.205) 
其 中 
X= {xr (t), zi) ,NT 
F=|fi(t, XX) , f(t, X)}T 


设 以 > 为 驱动 变量 时 , 则 响应 系统 为 


X=F(t,X’) (5.206) 
其 中 用 带 撒 表 示 响 应 系统 的 变量 
其 一 [zi(t rz 2 人 
F=1f.(2,X) ,f(t,X))" 


这 里 为 时 间 , 失 量 关 , 尖 ER". 令 闫 (ft0,Xo) 和 轩 (t; to， 
站 ) 分 别 为 (5.206) 及 (5.207) 的 解 ,并 满足 Lipschitz 条 件 , 当 存 
在 一 个 R" 的 子 集 DD(z。) 时 ,使 得 初 值 天 9 ,和 E 厂 (to). 当 站 ce 
时 , 若 存在 


t= (st0, Xe) — KX (to 0) 0 (5.207) 


则 称 响 应 系统 (5.206) 与 驱动 系统 (5.205) 达 到 同步 . 

倘若 D(zo) 支 撑 着 整个 空间 , 即 DD(to)CCR", 则 该 同步 定义 
为 全 局 (完全 ) 同 步 ;倘若 D(t,) 是 R" 的 一 个 子 集 , 则 该 同步 定义 
为 局 域 ( 部 分 } 同 步 , 称 D(zo) 为 同步 区 域 . 

以 上 同步 定义 不 仅 适 用 于 混沌 同步 ,而 且 也 适用 于 非 混 沌 ( 即 
周期 等 ) 同 步 ,并 既 适 用 于 自治 系统 的 同步 ,也 通用 于 非 自治 系统 
的 同步 ,甚至 可 以 适当 拓 广 到 后 面 将 讨论 到 的 超 混 沌 同步 . 

根据 前 面 关 于 驱动 响应 系统 的 同步 类 型 ,我 们 假设 驱动 ( 主 ) 
系统 可 以 分 成 两 部 分 : 


u=glt,u,w) (不 稳定 部 分 ) (5.208) 


四 二 h(tf,w,w) (稳定 部 分 ) (5.209) 
响应 系统 应 为 ( 含 w = ww) 
w=h(t,u,w) (5.210) 
He 和 Vaidya 提出 下 列 浙 近 稳定 性 定理 : 


倘若 方程 (5.205) 和 (5.206) 的 解 都 在 S 集合 之 内 ,g 和 上 在 
S 内 满足 Lipschitz 条 件 , 则 要 使 (5.210) 与 (5.209) 达 到 同步 ,只 有 
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且 仅 仅 只 有 一 个 子 集 D(zo)CR" ,使 得 当 响 应 系统 w 的 初始 条 
件 落 人 D 品 (i6) 之 内 时 , 则 (5.210) 的 解 才 是 浙 近 稳定 的 . 

上 述 定 理 告诉 我 们 :对 于 响应 系统 初始 条 件 的 选择 是 很 重要 
的 ,必须 落 信 同步 区 域内 ,才能 达到 与 驱动 系统 同步 . 


55.13.2 Pecora-Carroll 的 混沌 同步 原理 


Pecora 和 Carroll 为 了 阅 明 实验 上 观察 到 的 混沌 同步 现象 ,对 
响应 系统 的 稳定 性 及 同步 原理 进行 了 理论 分 析 , 这 里 进一步 介绍 
他 们 的 结果 

在 驱动 - 响 庶 关系 的 混沌 同步 类 型 中 ,由 驱动 系统 与 响应 系统 
通过 驱动 变量 构成 总 体 动力 学 系统 ,其 特点 是 , 吃 应 系统 的 行为 取 
决 于 驱动 系统 ,而 驱动 系统 的 行为 与 响应 系统 无 关 , 为 了 把 上 述 思 
想 推 广 到 更 一 般 的 情形 ,有 必要 引信 一 些 定义 . 

假设 驱动 系统 可 以 分 解 为 真正 用 于 驱动 响应 系统 的 m 维 驱 
动 变量 矢量 Y 以 及 不 用 于 驱动 的 & 维 变量 矢量 ,响应 变量 用 ! 
维 变量 矢量 WW 表示 .于 是 ,总 体 动力 学 系统 的 总 维 数 为 n, 目 n= 
mt+k+i. 


我 们 现在 把 驱动 -响应 总 体 动力 学 系统 表示 为 
V=/(V,U) (xm 一 维 ) 
U=g(v,U) (一 维 ) (5.211) 
六 =h(v,W) (一 维 ) 


现在 中 心 的 问题 是 : 当 我 们 复制 一 个 响应 系统 全" 后 , 何 时 响 

应 系统 是 一 个 稳定 的 子 系统 ? 即 当 给 W(?) 及 W(t) 以 相同 的 双 

动 信号 (变量 ) 在 上 =0 时 刻 在 W’ (0) 邻近 出 发 的 红线 ,在 何 条 件 

下 ,AW(?)=|W (0 一 WC)|->0? 这 个 问题 立即 导致 对 运动 的 
变 分 方程 ,根据 矢量 场 ,我 们 有 

AW =h(V,W)-h(V, Ww) 
=Dh(V, WAW+o(V, W) (5.212) 
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这 里 Da 是 响应 系统 矢量 场 的 雅 可 比 行列 式 对 响应 变量 W 求 偏 
导数 ,o(V,W) 为 高 阶 项 ,在 AW 很 小 的 极限 下 ,有 


AW= Dyh{V, W)W (5.213) 


车 W(4) 是 常数 或 周期 态 , 则 可 求 出 D,h 的 特征 值 或 多 重 乘 子 以 
判断 W(z) 的 稳定 性 ,但 是 这 里 WW 受 混 沌 信号 VV 所 驱动 ,所 以 就 
不 能 作 简 单 的 稳定 性 分 析 了 . 

Pecora 与 Carroll 已 经 发 展 了 用 混流 信号 驱动 系统 的 一 种 稳 
定性 分 析 理 论 , 即 所 谓 条件 李 雅 普 诺 夫 指数 稳定 性 判 据 , 或 同步 定 
理 ,虽然 可 以 通过 求解 方程 (5.213) 研 究 系统 (V,U,W) 的 稳定 性 
问题 ,但 是 ,我 们 这 里 将 讨论 更 一 般 的 理论 , 它 不 依赖 于 初始 条 件 
的 选择 ， 

设 在 方程 (5.213) 中 的 w 平面 内 可 以 利用 一 矩阵 Z ,使 得 
Z(0) 等 于 单位 矩阵 ,于 是 有 


AZ=D,h(V, W)Z (5.214) 


通常 称 (5.214) 的 解 Z(z) 为 传输 函数 或 主 短 阵 解 ,2(z) 将 决定 在 
任何 特殊 方向 上 对 于 轨 线 的 微 扰 是 可 增长 或 缩小 ,可 以 把 Z(1) 认 
为 是 表示 一 个 坐标 系 的 演化 , 它 是 从 笛 卡 尔 系 开始 ,但 是 随 着 时 间 
推移 在 相应 于 李 雅 普 诺 夫 指 数 的 各 种 方向 上 发 生 拉 挤 . 压 缩 和 呈 
变 . 当 ->%% 时 ,和 矩 阵 Z(1) 对 具体 驱动 的 轨 线 (WV,U)(z), 可 以 被 
用 于 确定 WW 子 系统 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 , 倘 着 所 有 的 李 雅 普 诺 夫 
指数 都 是 负 的 , 则 钱 () 是 一 条 渐 近 稳定 的 轩 线 .这 些 指数 取决 于 
V(#), 并 且 都 是 久 子 系统 稳定 性 的 惟一 测度 ,一 般 地 ,它们 并 非 
复合 系统 (U,V,W) 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 的 一 个 简单 子 集 .由 于 它 
们 是 以 驱动 变量 为 前 提 条 件 的 ,所 以 称 这 些 李 雅 普 诺 夫 指 数 为 条 
件 李 雅 普 诺 夫 指 数 .显然 ,响应 系统 的 稳定 性 条 件 (必要 条 人 忻 ) 是 ， 
响应 系统 的 所 有 的 条 件 李 雅 普 庶 夫 指数 为 负 值 ,线性 稳定 性 的 共 
本 定理 证 明 : 对 于 许多 动力 学 系统 , 护 必 要 条 件 同 时 也 是 一 个 充分 
条 件 . 
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稳定 性 判 据 定理 ”在 所 有 的 时 刻 上 ,具有 O 〇 (0,:) 的 非 线 性 非 
稳 恒 系统 
t+=A(T)zr+O(r,i) {5.215) 
的 零 解 (null solution) 将 是 浙 近 稳定 的 ,只 要 该 系统 满足 下 列 条 件 ; 
(1) 对 于 +1，lim OC(z,2t) /Nx =0 都 成 立 ; 


1 zl 0 

(2) 对 于 所 有 的 1 ,A(z) 都 是 有 界 的 ; 

(3) 线性 系统 + = A(t)z 的 零 解 是 新 近 稳定 的 . 

上 述 判 据 (1) 和 (2) 对 于 参数 值 都 是 相同 的 多 数 系统 (下 面 将 
看 到 ) 都 是 成 立 的 .但 是 , 判 据 (3) 只 有 在 条 件 李 雅 普 诺 夫 指数 都 是 
负 的 时 候 才 能 确保 成 立 ， 

上 述 定理 确保 存在 初始 条 件 的 一 个 非 空 集 ,在 该 集 下 W(t) 
将 收 敏 于 W(z) ,因此 ,该 定理 把 通常 的 稳定 性 判 据 { 雅 可 比 的 特 
征 值 及 Floquet 有 乘 子 ) 推 广 到 适用 于 任意 驱动 系统 V(t) 的 李 雅 普 
诺 夫 指数 . 

值得 指出 :上 述 思 想 可 以 毫 雹 困难 地 应 用 于 映像 情形 ,其 形式 
为 


iti = fv, ui) 

Uiri = Bg(U;, i) 

wins = hv ww,) (5.216) 
且 w 子 系统 的 稳定 人 性 判 据 是 积 


了 = I Dh G0) (5.217) 


的 特征 值 所 算出 的 李 雅 善 诺 夫 乘 子 (指数 ). 这 就 为 研究 混 水 驱动 
提供 了 从 映像 研究 的 可 能 选择 ,尽管 通常 用 连续 流 模 所 物理 系统 
更 好 . 

简 言 之 ,Pecora-Carroll 的 混沌 同步 原理 归结 为 :只 有 当 响 应 系 
统 的 所 有 的 条 件 李 雅 普 诺 夫 指 数 都 为 负 值 时 , 则 才能 达到 响应 系 
统 与 驱动 系统 的 混 渍 同步 . 
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我 们 下 面 举 一 些 例子 ,阐明 同步 原理 的 应 用 概况 . 
例 1 Lorenz 系统 
f=o(y-z) 
y= 一 了 TZ 十 7 一 y (5.218) 
= 33 一 4 
首先 ,我 们 研究 该 方程 的 混沌 态 情 形 .著名 的 “蝴蝶 效应 (混沌 奇 
怪 吸引 子 ) 有 一 组 参数 为 a= 16,b=4 及 7=45.92, 为 了 考察 能 
否 应 用 该 系统 达到 混沌 同步 , 则 必须 计算 由 Lorenz 系统 所 构造 的 
各 种 总 体 驱动 -响应 系统 的 条 件 李 雅 普 诺 夫 指数 4. 于 是 ,能 够 实 
现 混沌 同步 的 前 两 种 总 体系 统 可 以 分 别 描述 如 下 : 
第 一 种 :由 x 作 了 驱动 变量 时 ， 
t+=o(y- x) 
= 一 Xz 十 rr 一 y ?轰动 系统 
=Ty— bz 总 体 复合 系统 (5.219) 
9 = 一 2 trr—y 
人 ”| 中 应 系统 
2 二 YY -bz 
第 二 种 :由 y 作为 驱动 变量 时 ， 
=o(y— zx) 
=e+ rr—y 驱动 系统 
= rxy— bz 总 体 复合 系统 (5.220) 


‘=o(y- x') 
人 | 由 应 系统 
=TxYy- bz 
以 上 用 带 一 撤 来 标记 响应 系统 的 变量 ,只 概 把 驱动 系统 中 的 
稳定 子 系统 用 相应 的 带 搬 变 量 蔡 换 即 可 ,而 驱动 变量 保持 不 变 ， 
此 ,这 种 有 驱动 一 一 响应 关系 的 混沌 同步 类 型 ,也 可 以 称 为 变量 替 
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换 的 混沌 同步 类 型 . 

应 用 数值 计算 研究 方程 组 (5.219) 及 (5.220) ,不 难 发 现 第 一 
种 情形 中 y 和 z 分 别 与 y 及 z 达到 同步 ,第 二 种 情形 中 zx“ 及 > 分 
别 与 z 及 x 也 达到 同步 . 一 般 同步 过 程 是 这 样 的 :开始 由 于 初始 
条 件 不 同 ,它们 的 轨 线 在 开始 后 一 段 时 间 内 十 分 不 同 , 但 是 经 过 适 
当 长 的 时 间 后 ,它们 便 趋 于 同步 ,最 后 达到 完全 同步 状态 . 

为 了 定量 表示 同步 过 程 ,我 们 可 以 应 用 上 述 同步 定义 (S.208) 
式 ,通常 可 以 简单 地 采用 驱动 系统 与 响应 系统 的 相应 变量 之 间 的 
差 值 ,或 它们 差 值 的 绝对 值 ,或 求 其 总 和 来 表征 之 ,如 

对 于 第 一 种 情形 ,有 


t=|y-y |-—0, 当 ! 一 co 
{5.221) 
£.=|z-z |—0, 当 一 oo 
或 
DE= 5+t,>0, 当 i>o% 
对 于 第 二 种 情形 ,有 
t=|r-z |—=0, 当 ;一 ~ oo 


(5.222) 
t=|z— 2 |—0, 当 + 一 co 


DE= ter0,， 当 : 一 o 


倘若 只 有 某 个 变量 如 六 一 0( 或 达到 规定 的 绝对 误差 精度 如 
10 以 上 ) , 则 称 此 为 部 分 同步 ,只 有 当 卫 和 一 0(t 一 oo 时 ), 则 称 达 
到 完全 同步 . 

需要 指出 :Pecora-Carroll 的 同步 方案 也 存在 一 些 实际 困难 , 即 
它 对 于 一 些 实 际 非 线 性 系统 ,由 于 物理 的 ,生物 的 或 内 在 的 原因 ， 
系统 无 法 分 解 为 两 个 部 分 ,这 时 就 无 法 构造 响应 系统 ,例如 激光 系 
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统 内 部 的 电场 就 无 法 作 类 似 的 分 解 ,因此 ,对 于 描述 流体 及 激光 系 
统 的 Lorenz 方程 ,从 实验 上 来 实现 上 述 的 驱动 -响应 关系 的 同步 
方案 就 很 困难 , 倘若 设想 用 电子 线路 模拟 上 述 Lorenz 方程 的 滥 沌 
同步 ,由 此 实验 上 变 求 杰 有 非常 高 的 电压 ,这 在 技术 上 又 难以 达 
到 .后 来 Cuomo 及 Oppenheim 采用 一 个 适当 的 变量 变换 (zx = 
Xz/10,0=y/10 及 w=z/10), 才 巧妙 地 化 难为 易 , 在 实验 线路 上 
成 功 地 模拟 了 Lorenz 系统 的 上 述 混沌 同步 实验 ， 

例 2 Pecora-Carroll 首次 混沌 同步 电路 . 

我 们 现在 来 分 析 图 5.20 所 示 的 第 一 个 混沌 同步 电路 ,该 电路 
的 行为 犹如 存在 两 个 不 稳定 的 焦点 ,其 一 取决 于 跳 妖 电压 之 一 的 
回 汪 分量 ,从 而 导致 系统 从 两 个 焦点 之 间 交 蔡 地 回旋 地 跳 来 跳 去 ， 
似乎 像 Lorenz 混沌 奇怪 吸引 子 -“ 蝴 蝶 效 应 "的 了 畸 变形 式 , 图 5.20 
的 电路 可 用 方程 描述 : 


天 | 一 了 十 YE + ery 
,= — wr Hr, 
eti=(1- zxi)(Sr. -D+ zs)- bsx (5.223) 
由 于 电压 zs 在 两 个 值 之 间 往 返 转变 ,产生 了 回 沾 特性 ,由 此 引起 
了 在 (x ,x2) 子 系统 内 的 振荡 中 心 , 即 不 稳定 焦点 沿 zt 轴 来 回 跳 
和 嘛 应 系统 由 二 维 复制 而 成 的 , 即 由 *; 和 xz, 组 成 ,由 x, 为 驱 


动 电压 .因而 ,要 作 一 个 新 变量 变换 ,使 得 动力 学 方程 的 驱动 部 分 
与 响应 部 分 相隔 开 . 为 此 , 令 


rT4={x3 + Ari)/a 
于 是 ,根据 X11;sT2 及 Xa ,动力 学 方程 变 为 
£1 = T+ Yr te(ar, — Ari) 


二， 二 一 ti + ,x2 
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t=(1/a)1[1- (aor, — Bri)’ Sz tarzs— Brl|/e -$8, 
x tars -Bri)/e— Brs— Byri -ch(ars - Rr) (5.224) 


现在 变 成 由 x 电压 驱动 (zx, ,zx;) 子 系统 ,对 于 混沌 态 下 ,他 们 选 
用 的 线路 参数 为 :Y=0.2,C=2.2,a=6.6,8=7.9,7,=0.01,w, 
=10,S=1.667 及 D =0, 由 于 方程 (5.224) 中 的 雅 可 比 都 以 x， 
及 *a 为 常数 ,所 以 可 以 直接 求 出 条 件 李 雅 普 诺 夫 数 4， = 
一 16.587 及 4, = -0.603, 因 此 (zi,z:) 的 子 系统 是 稳定 的 ,由 此 
构成 的 响应 系统 可 以 与 驱动 系统 达到 混沌 同步 , 即 满 足 混沌 同步 
原理 . 

电路 本 身 工 作 频 率 在 几 个 kHz, 实 验 发 现 ,大 约 在 2ms 内 就 达 
到 了 响应 系统 与 驱动 系统 同步 ,这 个 同步 时 间 与 李 雅 普 诺 夫 指 数 
的 倒数 为 毫秒 量 级 相 一 致 .从 上 述 图 5.21 可 见 同 步 结果 .倘若 电 
路 参数 改变 5% , 则 尽管 这 时 4 仍然 为 负 值 ,但 是 同步 变 差 , 这 说 
明 复 制 的 响应 系统 的 误差 有 一 定 的 允许 范围 ,否则 会 影响 同步 效 
果 . 事 实 上 ,影响 同步 效果 的 因素 还 很 多 ,如 环境 噪声 等 等 效应 ,不 
过 ,他 们 的 同步 实验 线路 对 于 和 参数 的 小 变化 和 小 哄 声 的 影响 不 大 ， 
具有 一 定 的 鲁 棱 性 . 


35.13.3 ”收敛 率 问 题 


上 述 关 于 同步 的 判 奖 (响应 系统 的 稳定 性 ) 可 以 拓 广 到 :计算 
一 条 响应 轨 线 与 真正 胃 线 的 收敛 率 问题 ,从 本 质 上 ,上 述 计 算 只 适 
用 于 iAW| 很 小 的 情形 ,实际 上 对 于 1AW | 在 混 江 吸引 子 的 许多 
系统 中 ,这 种 计算 的 结果 都 很 好 ,从 标准 的 观点 看 ,这 种 计算 不 仅 
取决 于 系统 本 身 , 而 且 依 赖 于 响应 系统 的 吸引 域 的 形状 ,这 两 个 因 
素 都 可 能 导致 轨 线 到 达 真 正 的 轨 线 附近 时 跑 出 相 空间 ,出现 所 谓 
“wind around "现象 ,因此 ,应 当 注 意 到 ,对 于 |4A 钙 | 为 较 大 值 的 情 
形 , 利 用 上 述 收 敏 率 时 要 特别 廊 慎 小 心 . 
为 了 计算 实际 的 收 急 率 , 需 要 计算 平均 收 敏 率 及 其 它们 相关 
的 方向 .这 样 问题 就 变 成 寻求 条 件 李 雅 普 诺 夫 指数 及 其 特征 矢量 . 
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为 此 ,根据 上 述 变 分 方程 (5.212) ,求解 长 时 间 z 下 的 主 矩 阵 , 可 以 
得 到 这 些 量 .于 是 , 李 雅 普 诺 夫 指数 为 


,= In, (5.225) 


这 里 v 为 Z(1) 的 特征 值 ,它们 与 特征 矢量 5, 有 关 , 可 以 应 用 
Eckman-Ruelie 的 QR 分 解 技术 计算 上 述 指数 ,从 Z(i) 的 对 角 线 
上 直接 求 得 5, ,只 要 取 + 尽 可 能 长 即 可 .为 了 验证 该 对 角 线 结果 ， 
可 以 把 所 得 到 的 特征 值 与 Eckman-Ruelle 的 分 解 技 术 所 算得 的 特 
征 值 相 比较 ,倘若 两 者 吻合 得 较 好 , 则 可 认为 ,该 特征 矢量 也 与 从 
长 时 间 所 得 到 的 实际 特征 矢量 吻合 得 较 好 

此 外 ,还 有 一 种 稳定 性 计算 方法 适合 于 这 里 的 特征 矢量 的 计 
算 , 对 于 小 |AW(0) | 情形, 收敛 性 近似 为 


AW(1)=e*AW(O) (5.226) 


这 里 A 可 以 从 对 角 线 上 具有 2; 的 对 角 和 矩阵 变换 回 到 原 坐 标 系 统 
来 得 到 ,换言之 ,可 以 用 从 李 雅 普 诺 夫 指 数 构造 的 一 个 恒定 矩阵 的 
指数 以 及 由 特征 矢量 $5; 所 产生 的 变换 来 近似 Z(z), 已 证 明 ,这 能 
较 好 地 近似 包括 与 非 正 交 特征 矢量 在 内 的 有 关 效 应 所 导致 的 收敛 
率 . 

混沌 同步 问题 的 理论 和 实验 工作 正在 迅速 进展 中 , 尚 有 许多 
令 人 感 兴趣 的 问题 值得 进一步 研究 . 


$5.14 混沌 控制 与 同步 的 应 用 


混沌 控制 与 同步 之 所 以 令 人 关注 ,是 因为 它 具 有 诱 人 人 的 应 用 
潜力 .多 种 多 样 的 非 线 性 问题 ,充满 千姿百态 的 混 学 奇怪 吸引 子 ， 
出 奇 制 姓 的 混沌 控制 与 同步 ,正在 迎 来 绚丽 多 姿 的 美好 发 展 前 景 . 

混 祁 包含 趋 混沌 ,大 体 有 四 个 类 型 .一 是 时 间 混 沌 ,二 是 空间 
混沌 ,三 是 时 空 混沌 ,四 是 功能 混沌 .不 同 的 混沌 类 型 既 有 共性 的 
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特征 ,又 有 不 同 的 特征 和 控制 对 策 ,方法 .目前 ,混沌 的 控制 与 同步 
的 方法 和 应 用 的 研究 都 刚刚 拉 开 序 藉 , 非 线性 科学 将 以 此 为 契机 ， 
在 21 世纪 推 向 高 潮 . 


§5.14.1 改善 和 提高 激光 器 的 功效 


应 用 混沌 控制 与 同步 来 改善 和 提高 激光 器 的 性 能 ,特别 是 提 
高 功率 等 ,是 当前 研究 的 一 个 热点 .例如 ,美国 海军 研究 实验 室 的 
一 个 研究 小 组 (Schwartz,Triadaf ,Carroll 及 Pecora 等 人 ) 利 用 跟踪 
控制 法 ,在 激光 装置 上 不 仅 在 很 宽 的 功率 范围 维持 激光 稳定 运行 ， 
而 且 惊 人 地 把 激光 输出 功率 提高 了 15 倍 . 这 是 因为 原来 不 加 控制 
时 由 于 混沌 的 缘故 只 能 在 有 恨 的 功率 范围 内 维持 稳定 ,跟踪 控制 
加 上 去 后 ,可 以 自动 补偿 系统 随时 间 演 化 而 产生 的 参数 变化 或 其 
他 因素 所 导致 的 参数 慢 变 ,而 且 消 除了 激光 混沌 而 实现 对 高 周期 
的 稳定 控制 . 

美国 佐治 亚 理工 学 院 Roy 及 其 同事 最 先 从 混沌 控制 中 获 益 . 
他 们 一 直 在 研究 激光 中 的 “倍增 唱 体 "效应 ,该 量 体 把 人 射 光 的 频 
率 加 售 , 即 波长 减 半 , 人 入射 为 1064nm 的 红 光 ,出 射 为 532nm 的 绿 
光 . 由 于 章 体 的 缺乏 ,把 晶体 调 到 某 些 方向 时 , 绿 光 的 强度 出 现 混 
沌 .正当 Roy 小 组 为 此 困惑 不 解 时 ,在 1991 年 10 月 第 一 届 国 际 混 
沌 实验 会 议 上 过 到 了 Hunt, Hunt 的 偶然 正比 反馈 技术 为 他 解决 
了 这 一 难点 .会 后 Roy 等 人 仅 在 两 局 内 为 其 激光 器 装配 上 一 个 
Hunt 型 的 控制 器 ,居然 首 试 成 功 ,连续 几 天 ,把 激光 器 控制 到 高 达 
23 周期 ,驱动 频率 达 15 万 Hz, 从 而 不 必 在 很 宽 的 频带 上 进行 调 
态 ,而 获得 所 需 的 激光 能 量 ,有效 地 消除 了 “倍增 晶体 " 混 钝 效应 . 
他 们 还 与 海军 实验 室 携 手 合作 在 用 跟踪 法 控制 激光 混沌 方面 作出 
了 成 效 . 因 此 ,可 以 预期 ,利用 混沌 控 制 技术 研制 品质 优异 , 单 色 性 
好 、 高 功率 的 各 种 特殊 用 途 的 激光 装置 ,无 疑 会 给 具有 广阔 应 用 的 
激光 技术 ,如虎 漂 姻 , 大 有 用 处 . 诸如 ,用 于 受 控 热 核 聚变 中 的 加 
热 ,军事 上 的 战略 战术 武器 ,工业 中 的 加 工 与 切割 ,激光 测 ,等 
等 . 
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$5.14.2 在 秘密 通讯 中 的 应 用 


利用 混沌 同步 的 实现 秘密 通讯 是 近年 来 竞争 最 激烈 的 应 用 研 
究 领 域 . Carroll 和 Pecora 发 现 混沌 同步 后 ,首先 设想 利用 电子 线 
路 来 达到 混沌 通 讯 的 目的 .其 主要 依据 是 ,只 有 当 秘密 通讯 的 双方 
具有 完全 相同 的 非 线性 线路 (混沌 电路 ) 时 ,才能 达到 混沌 同步 ,从 
而 实现 秘密 信号 从 发 射 机 的 编码 到 接收 机 的 解码 的 全 过 程 ,否则 
无 法 达到 混沌 同步 ,也 就 无 法 解密 信息 .因此 ,至 关 重 要 的 是 接收 
机 系统 必须 是 发 射 机 系统 中 稳定 的 子 系 统 的 复制 品 .否则 不 能 传 
递 和 获取 任何 机 赛 信息 .他 们 的 实验 表明 ,虽然 按 他 们 的 驱动 响应 
方案 不 难 恢复 隐藏 在 混沌 中 的 信号 ,但 是 要 建立 一 个 真正 实用 的 
秘密 通讯 系统 、 研 制 一 些 极为 精密 的 通讯 方案 所 涉及 的 技术 要 求 
是 很 高 的 .Carroll 和 Pecora 所 在 的 研究 组 正在 加 紧 研 究 中 ,已 经 
发 现 一 种 混沌 系统 就 像 一 个 镇 相 环 上 路 一 样 ,能 与 其 他 装置 一 起 改 
变调 频 机 ,跟踪 发 射 信号 的 变化 . 

美国 麻 省 理工 学 院 .华盛顿 州立 大 学 及 伯克利 加 州 大 学 等 科 
学 家 都 为 此 参与 了 竞争 ,各 自 加 紧 研 制 新 的 混沌 系统 有效 的 信号 
处 理 等 通讯 技术 .值得 一 提 的 是 , 麻 省 理工 学 院 电 子 学 实验 室 的 
Cuomo 及 Oppenheim 设计 了 模拟 Lorenz 系统 的 混沌 同步 电路 , 巧 
妙 地 解决 了 Pecora 和 Carroll 曾经 遇 到 的 电路 上 的 一 个 技术 难点 ， 

因此 ,根据 混沌 同 步 原理 ,以 上 两 个 方案 均 可 在 实验 中 达到 混 
证 同步 .但 是 若 以 Z 为 驱动 变量 , 则 相应 的 响应 系统 的 李 雅 普 诺 
夫 指 数 为 正 值 ,这 个 方案 则 无 法 实现 混沌 同步 ， 

据悉 ,由 Chua 领导 的 研究 小 组 已 经 完成 首次 混沌 同步 的 通 
讯 实验 ,说 明 他 们 的 方案 和 技术 是 可 行 的 .特别 是 Chua 线路 可 作 
为 电文 密码 翻译 的 关键 设备 ,该 关键 技术 完全 由 实际 线路 中 参数 
的 辨别 来 达到 .下 面 对 Chua 同步 线路 涉及 的 通讯 中 一 些 主要 技 
术 作 一 简介 . 

混沌 开关 或 称 参数 调制 .这 是 如 何 把 混沌 系统 应 用 于 密码 发 
射 的 最 简单 技术 ,其 基本 思想 基 ,根据 在 不 同 的 系统 参数 下 不 同 的 
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的 一 个 混沌 吸引 子 A, ,用 0 表示 参数 jy, 下 所 对 应 的 另 一 个 混 小 
吸引 子 4, .混沌 系统 的 行为 在 A, 与 A, 之 间 转 换 , 由 参数 变化 来 
调制 系统 的 响应 时 间 .Parlitz 等 人 已 证 明 这 一 做 法 是 有 用 的 ,实验 
实现 是 可 行 的 ,用 于 秘密 通讯 技术 可 能 性 较 大 . 

混沌 隐藏 技术 (秘密 通讯 ). 利 用 混沌 信 生 的 另 一 种 可 能 性 就 
是 利用 混沌 来 幅 藏 所 带 信和 叶 的 信息 . Dppenheim 等 人 及 Kocarev 
等 人 都 已 描述 了 该 技术 ,包括 Pecora-Carroll 的 实验 装置 .同样 地 ， 
Chua 线路 也 作为 混沌 同步 通讯 的 基本 线路 ,例如 由 Chua 线路 作 
为 发 射 机 ,由 两 个 部 分 Chua 线路 作为 接收 机 .第 一 个 子 电 路 作为 
解码 关键 , 仅 当 它 与 发 射 机 线路 精确 匹配 时 才能 达到 同步 ,于 是 重 
新 产生 V. 信号 .第 二 个 子 系统 用 来 重 构 迷 失 的 变量 V,，, Y. 是 
通过 简单 地 恢复 信息 信和 号 所 需要 的 ,在 所 有 的 实际 线路 中 业已 确 
认 , 可 以 利用 混沌 信 叶 作为 一 种 隐藏 信号 ,并 可 利用 Pecora-Carroll 
的 同步 方法 成 功 地 解码 这 样 的 信和 羡 , 

混沌 调制 , 宽 谱 发 射 . Halle 等 人 提出 了 解决 秘密 通讯 中 最 复 
杂 的 问题 的 办 法 ,基本 思想 是 用 一 个 类 噪声 混沌 信和 号 冬 以 信息 .他 
们 用 两 个 Chua 线路 作为 发 射 机 ,把 电流 信号 i; (i) 注入 该 线路 中 ， 
从 而 修改 了 电容 器 C 两 端的 电压 .该 电流 信号 取决 于 待 发 射 的 
信息 v, (i) 及 逆 编 码 陪 数 C, 即 i (1) = Clv,(7)). 通 过 v,(1) = 
C "(is(zt)) 把 所 测 得 到 的 电流 信号 is 进行 解码 . C 的 选择 要 使 
得 在 所 有 的 v.(:) 的 发 射 期 间 , 确 保 被 发 射 的 信号 仍然 是 混沌 的 且 
看 上 去 是 相同 的 .接收 机 与 发 射 机 的 所 有 电路 元 件 基 精确 匹配 的 ， 
由 一 个 电压 缓冲 器 把 两 个 系统 分 开 . Halle 等 人 的 实验 结果 表明 ， 
利用 自 同步 线路 (特别 是 Chua 线路 ) 去 执行 宽 谱 通讯 系统 是 可 行 
的 .该 类 型 的 混沌 信号 调制 比 参数 调制 及 隐藏 技术 有 几 个 优点 . 首 
先 , 它 把 混沌 信号 谱 的 整个 范围 都 用 来 隐藏 信息 ,其 次 , 它 增 加 了 
对 参数 变化 的 灵敏 性 ,从 而 增强 了 保密 性 . 

此 外 ,我 们 想 指 出 ,除了 混沌 同步 通讯 是 当前 应 用 的 一 个 热门 
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课题 外 , 坦 接 利 用 混沌 通讯 也 十 分 活路 .应 用 混沌 通讯 的 基本 思想 
是 ,利用 简单 的 混沌 动 力学 系统 来 产生 复杂 的 振荡 波形 ,通过 符号 
动力 学 分 析 赋 以 不 同 的 波形 以 不 同 的 信息 序列 ,然后 通过 适当 的 
小 微 扰 办 法 ,实现 对 不 同 信 息 的 传送 ,从 而 达到 比 通常 微 电 子 学 更 
高 效 和 高 信息 量 的 通讯 .人 们 已 建立 了 产生 双 螺 旋 混 沌 吸引 子 的 
电子 线路 系统 ,并 声称 发 展 了 一 种 实用 的 高 速 符号 控制 技术 ,正在 
向 实用 开发 过 进 .不 过 ,直接 利用 混沌 通讯 及 混沌 同步 通讯 两 条 途 
径 究 况 谁 先 实现 实用 , 现 尚未 分 晓 ,目前 仍 处 于 “百家争鸣 ,百花 齐 
放 " 阶 段 .特别 一 提 的 是 ,主动 -被 动 同步 类 型 很 可 能 后 来 居 上 , 因 
为 利用 超 混沌 同步 通讯 的 前 景 更 为 广阔 ,效率 更 高 及 信息 量 更 大 . 


$5.14.3 在 其 他 高 新 科技 领域 中 的 可 能 应 用 


混沌 ( 超 混沌 ) 的 控制 与 同步 可 能 在 今后 高 新 科技 领域 中 有 重 
要 的 应 用 前 景 ,并 将 在 国际 上 出 现 竞 争 的 发 展 趋 势 . 例 如 ,利用 简 
单 非 线 性 系统 的 时 间 混 沌 ,特别 是 时 空 混沌 ,可 以 作为 大 量 的 信息 
源 , 从 而 可 以 研制 超 高 容量 的 动态 信息 存储 器 ,用 于 信息 识别 \ 记 
忆 及 处 理 等 目的 .据悉 ,日 本 已 经 利用 混沌 特性 研制 了 新 的 功能 元 
件 , 它 可 作为 太 容 量 动 态 信息 存储 器 及 高 速 数据 处 理 系 统 .利用 混 
沌 编码 及 解码 技术 ,可 能 大 大 地 扩展 通讯 基 及 加 强 保密 性 等 ,因此 
该 技术 早 就 列 人 美国 国防 的 研究 计划 ,正在 加 紧 秘 密 研 究 之 中 .从 
当前 发 展 的 势头 来 看 ,我 们 可 以 预言 ,( 超 ) 混 沌 控制 与 同步 作为 信 
息 科学 中 的 非 线 性 技术 在 未 来 信息 科技 等 领域 将 发 挥 难以 预料 的 
重要 作用 ,从 而 加 速 国际 上 现代 社会 信息 化 的 进程 . 

未 来 能 源 的 希望 所 在 一 一 受 控 热 核 聚 变 中 的 等 离子 体 的 混 
沌 , 沸 流 等 的 控制 约 东 问题 ,是 涉及 难度 最 大 的 现代 科技 问题 . 实 
际 上 它们 的 中 心间 题 是 如 何 有 效 控制 等 离子 体 中 复杂 运动 的 时 空 
混沌 及 注 流 疝 题 .虽然 目前 已 有 诸多 混沌 控制 方法 ,但 对 解决 这 一 
大 难题 ,是 涉及 难度 最 大 的 现 慌 科 技 问 题 .虽然 目前 已 有 诸多 混 淖 
控制 方法 ,但 对 解决 这 一 大 难题 ,尚未 见 端倪 ,但 是 ,我 们 认为 ,这 
是 朝 着 解决 问题 的 一 种 研究 方向 , 换 甸 话说 ,时 空 ( 超 ) 混 沌 的 控制 
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与 同步 的 研究 应 当 把 这 一 难题 包括 在 自己 的 研究 目标 和 范畴 之 
内 .事实 上 , 正 因为 这 个 挑战 性 课题 的 极端 重要 性 和 深远 意义 , 国 
际 上 有 卓识 远见 的 科学 家 们 正 朝 着 这 个 方向 努力 ,该 课题 已 引起 
了 国内 外 的 关注 .美国 已 经 把 混沌 信号 控制 处 理 技术 应 用 于 反应 
堆 中 的 热 传 递 系 统 的 时 间 序 列 的 数据 分 析 ,以 及 拓 广 于 许多 领域 
中 的 无 损 探 测 ,. 有 人 预计 ,应 用 时 间 空 间 混 沌 为 开发 混沌 计算 机 提 
供 了 一 种 可 能 性 , 即 可 能 是 继 研 究 模 糊 计算 机 之 后 ,为 开创 新 型 计 
算 机 提供 舅 一 种 发 展 途 径 ， 

混 浅 控制 与 向 步 越 来 越 与 生命 科学 的 研究 诸如 神经 网 络 、 脑 
科学 ,心脏 等 领域 的 研究 密切 有 关 . 首 例 应 用 可 以 追 潮 到 第 一 届 国 
际 实验 混沌 会 议 ,在 那里 导致 了 在 生物 系统 中 实现 洽 沌 控制 的 首 
项 技术 的 诞生 .洛杉矶 加 州 大 学 医学 院 的 一 个 研究 小 组 (Ditt, Spa- 
no,Alan,Garfinkel 及 James N ,Weiss) 研 究 了 一 只 兔子 心脏 上 的 一 
个 把 离 区 .通过 向 冠状 动脉 注射 一 种 称 为 乌 本 苷 的 药物 能 在 心肌 
上 引起 不 规则 的 快速 收缩 .一 旦 这 种 心律 不 齐 的 症状 开始 出 现 ,他 
们 就 用 一 种 电信 和 号 去 刺激 心脏 .这 种 信号 就 是 按照 前 述 的 OGY 
控制 方法 设计 的 一 种 方案 来 产生 的 .实验 结果 显示 ,这些 看 上 去 随 
机 的 信号 足以 使 心脏 进行 有 规则 的 跳动 ,有 时 还 能 把 心跳 降 低 到 
正常 的 水 平 . 另 一 方面 ,随机 信 生 或 周期 信号 并 不 能 中 止 心律 不 
齐 , 耐 且 常 常会 使 人 恶化 .他们 已 经 开始 测试 采用 不 同形 式 的 
OGY 混沌 控制 方案 能 否 达到 控制 人 类 的 心律 不 齐 问题 . 预计 这 种 
混沌 控制 技术 有 可 能 用 于 治疗 心室 纤维 匡 动 {这 两 个 症状 中 上 下 
心室 不 规则 收缩 导致 泵 送 血 液 难 以 进行 ). 现 在 利用 混沌 控制 技术 
正在 加 紧 研 究 一 种 心脏 整 律 器 及 去 纤维 颤动 器 . 

预计 ,混沌 控制 与 同步 对 生物 工程 及 生命 科学 的 研究 中 是 一 
种 强大 的 推动 力 , 必 将 大 大 促进 揭 开 人 类 自身 的 奥秘 . 

从 大 量 的 文献 和 国际 会 议 中 获悉 ,一 些 国家 已 投 人 巨额 的 研 
究 经 费 及 大 量 的 人 力 物力 ,在 从 多 部 门 加 紧 混 沌 控制 与 同步 及 应 
用 的 各 种 实验 研究 和 关键 技术 的 探索 工作 . 这 方面 的 研究 已 与 高 
新 科技 发 展 日 益 紧 密 结合 起 来 ,混沌 发 现 堪 称 是 继 20 批 纪 和 量子 力 
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学 和 相对 论 发 现 之 后 的 第 三 次 物理 学 革命 ,前 两 次 科学 革命 已 给 
人 类 带 来 了 无 比 辉煌 的 物质 和 精神 文明 .我 们 相信 ,正在 深信 展 开 
的 第 三 次 科学 革命 ,正在 以 混沌 控制 与 同步 的 应 用 为 契机 , 必 将 日 
益 显 示 出 巨大 的 应 用 潜力 ,为 人 类 的 高 魔 文 明 作出 进一步 的 贡献 . 
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